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Die Zalil ilürjeiiigeu Lelirbüclier der aiialytisclieu Gno- 
metrie, welclie den ku behandeln<leii Stoff von vorn herein 
in enge, einem ersten Studium entsprechende Grenzen ein- 
achliefsen, innerhalb dieser Grenzen aber eine m'öglicliBie Voll- 
ständigkeit, verbunden mit einer streng wissenachaftüehen Dar- 
stellung, anstreben, scheint uns nicht so grofa zu sein, dafs 
wir es nicht wagen sollten, mit einem neuen Versuche dieser 
Art vor das mathematische Publikum zu treten. 

Die von uns gewählte Begrenzung des Stoffes ist dadurch 
bestimmt, dal^s wir die Diskussion der allgemeinen Gleichung 
zweiten Grades mit zwei Unbekannten nicht mehr mit in die 
Darstellung aufgenommen haben. Wir haben uns dazu durch 
zwei Gründe veranlafst gesehen. Einmal nämlich sind wir der 
Meinung, dafs die vollständige Diakussion dieser allgemeinen 
Gleichung Überhaupt nicht mehr in die Schule gehört, weil sie 
mit den dort disponibeln Mitteln doch nicht in befriedigender 
Weise durchgeführt werden kann. Sodann aber hätten wir, 
falls auf die angeregte Frage noch in erschöpfender Weise 
eingetreten worden wäre, unsere Darstellung doch unmittfllbar 
nach Erledigung dieses Themas abbrechen mllssen, wenn der 
beabsichtigte Umfang des Buches nicht aufgegeben werden 
sollte. Den zu einer befriedigenden Behandlung der allge- 
meinen Gleichung zweiten Grades erforderlichen Raum glaubten 
wir dann aber besser zu einer gründlicheren Darstellung der 
geometrischen Eigenschaften der einzelnen Kegelschnitte ver- 
wenden zu können, als sie sonst in Büchern gleichen Uinfajiges 
üblich ist. 

Das vorliegende Lehrbuch enthält ungefähr soviel, als auf 
einem Gymnasium behandelt werden kann, wenn an dem- 
selben einmal die 11 assiseh -philologischen Studien einerseits 
und die mathematiech-naturwiBsenschaftlichen andererseits zu 
einander in das richtige, dem modernen Leben entsprechende 
Verhältnis getreten sein werden^ mufs doch bei aller Bewun- 
derung für die Schöpfungen des Alterthums mehr und mehr 
die Einsicht durchdringen, dafe unsere moderne Kultur in weit 
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__ IV ^-, 

liöherem Mafae auf den güwaltigen Fortschritten der Natur- 
wissenschaften imd den dadurch bedingten Änderungen unserer 
Anschauungen und Lebensverhältnisse beruht. 

Aber auch unter den gegenwärtig noch bestehenden Ver- 
hältnissen tonnte und sollte der analytischen Geometrie inner- 
halb des mathematischen Unterrichtes selbst ein gröfserer 
Raum gewährt werden als bisher üblich war. Es wäre dies 
leicht zu erreichen, wenn man in den elementaren Gebieten 
mit der Zeit etwas besser haushalten und sich beispielsweise bei 
den Schülern mit einer geringeren Virtuosität im Logarithmen- 
aufsehlagen oder im Lösen planimetriacher Konstruktionsauf- 
gaben, die meist als zusammenhangslose Kunststiickcben er- 
scheinen mlissen, begnügen wollte. Man braucht nicht Mathe- 
matiker zu sein, um zu erkennen, welche Bedeutung der ana- 
lytischen Geometrie für die allgemeine Bildung zukommt. Der 
flüchtigste Blick auf die Bedürfnisse nicht nur des wissen- 
sehaftliehea, sondern auch des gewöhnlichen praktischen Lebens 
belehrt uns hierüber. Kein Arzt, kein Jurist, kein National- 
ökonom, kein Statistiker, von Naturforschern, Techniliern u. s. w. 
gar nicht zu reden, kurzum Keiner, der die Erscheinungen 
in ihrer gesetzmafsigen Aufeinanderfolge und gegenseitigen 
Abhängigkeit zu beobachten Veranlassung hat, kann heut- 
zutage der Grundanachauungen der analytischen Geometrie 
entbehren. Dafe die Schule geradezu verpflichtet ist, ihren 
Schülern Anschauungen von so hoher Bedeutung zu vermitteln, 
scheint uns keine übert 1 n 1 d rung zu sein; der hierzu 
notwendige Raum wirl unl m n Lehi'plane des Gymna- 

siums geschaffen werdp 

Über Inhalt und ümfau d s vorliegenden Werkchens 
giebt das Inhaltsverzeichm ^ n n len Aufschluss, sodass wir 
an dieser Stelle von eine t n P prechung absehen können. 
Die Brauchbarbeit unseres Buches glauben wir namentlich 
durch das jedem einzelnen Paragraphen hinzugefügte Ubungs- 
material erhöht zu haben (im Ganzen enthält das Buch gegen 
400 Aufgaben). Obwohl der Kundige die Darstellung durchweg 
als eine eigenai-tige, von der gewöhnlichen sogar vielfach ab- 
weichende erkennen wird, so fühlen wir uns doch veranlafst, 
der Anregungen Erwähnung zu thun, welche wir aus den aus- 
gezeichneten Werken von Fort und Schlömilch, Joachimstliy.1 
und Salmon-Fi edler geschöpft habeii. 
Aarau und Zürich, Mai 1888. 

Die A'erfasser. 
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Erytjea Kapiliel. 



g 1. Bestimmung der Lage eines Piink1;es In fiinev GoraAisn 

durch seine Abscisse. 

In einer als unbegrenzt gedacbten Geraden seien zwei 

Punlite lind 1^ gegeben, von denen wir den ersten als An- 

fa.iigspnnkl,, den zweiten als Einhoitspiinkt bezoiebnen. 



Die Länge doi- Strecke 0^ wählen wir als Längen ei nlieit, 
durch die wir jede auf der Geraden liefindlielie Streelce messen 
wollen. Wir stellen uns etwa, vor, OE sei gleich einem Centi- 
ineter, sodafs alle vorkommenden Strecken sich als Yielfa.che 
von einem Oentimetei darstellen 

Indem wir dem Punkte O dtn Punkt U 7Hgebellen, gc 
winnen wir aber nicht nur emen Mafsstab für die Langen 
der anf der Geraden vorkommenden Strecken, sondern wn sind 
Jetzt auch im Stande, die beiden von luigehendcn Uieh 
tungen unserer Geriden von emmdei 7\\ unterscheiden Wir 
wollen die Eichtung von nach F als die positive ßicb 
tung, die entgegengesetzte als die negative Eichtung dei 
Geraden bezeichnen, üabe] werden wii, um die Vorstellungen 
zu fixieren, ein füi allemal den Punl-t C rechts von an 
nehmen, sodafs die Richtung von ü lus noch rechts als die 
positive, die von lus nach links iK die negative zu bc 
trachten ist. 

Ist nun auf der Gei idcn cui beliebiger Pimkl P gegeben, 
so ist dessen Li^e voUs+indig bistmmi wenn min i tcu'' 
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scino (durch die Likigeneinlieit OE gemessene) Kiiifemuiig 
vom Anfangspunkte kennt unii wenn man zweitens weifs, 
ob er rechts oder links von sich befindet. Es liegt daher 
nach dem Obigen nahe, die Entfernung OP mit einem Vor- 
zeichen zu versehen, nämlich mit dem j^tositiven, wenn die 
Richtung OP die positive ist, d. h. wenn P rechts von 
liegt, dagegen mit dem negativen Vorzeichen, wenn die Rich- 
tung OP die negative ist, d. h, wenn P links von sicli 
befindet. 

Man nennt die mit dem entsprechenden Vorzeichen 
versehene Entfernung OP die Abaeisae des Punktes P 
in Bezug auf den Anfangspunkt und dem entspro- 
chend die gegebene Gerade OE die Äbseisaenaehse. 

Alle Punkte rechts von haben dann positive, alle Punkte 
links von negative Abscissen. Inabesondere hat E die Ab- 
Bcisse -\- 1. Nach diesen Erörterungen wird der folgende Satz 
unmittelbar einleuchten: 

Jedem Punkte P der Absciasenaehse entspricht 
eine ganz bestimmte (positive oder negative) Zahl, 
nämlich seine Abscisse, und umgekehrt jeder (posi- 
tiven oder negativen) Zahl entspricht ein ganz be- 
stimmter Punkt der Abscissenachse, nämlich der- 
jenige, dessen Abscisse gleich der gegebenen Zahl ist. 
Wir sind demnach im Stande, die ganze Zahlenreihe von 
— oo bis -f oo geometrisch durch eine Pnnldireihe zu ver- 
anschaulichen, gewissenuafsen abzubilden, und umgekehrt die 
Punktreihe, deren Träger die gegebene Gerade ist, in eindeutiger 
Weise durch eine Zahlenreihe zu repräsentieren. In dieser 
eigentilralichen Verknüpfung von Punkten luid Zahlen besteht 
daa Weaen der analytischen Geometrie. 

Aufgabe.*) Nach Wahl von und E bestimme die 
Praikte mit den Abscissen 1, — 1, f , — |, V^, — ]/K 

g 2. Bestimmung von Strecken. 
Die im Vorhergehenden entwickelten, auf der Tiiinfuhrung 
des Richtungsnnterschiedes begründeten Anschauungen über- 

*) Man zeichne b<-\ dieHer wie bei allen folgondon Aiifgaiben stets 
die KMgeliürigK Pigm-. 
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tragen wir auch ant begieiizU tiüetken (löi Abtiui'!Swn(,li''L, 
indem wir einen Unterschied niAclien zwi'^ehen dei Stiecli.eJ.Ji 
imd der Strecke BÄ Wii nennen eine beliebige Stiecke JB 
mit dem Anfangspunkte A und dem Endpunkte B positiv 
oder negativ, je naclidem man, nm von A nach B zu ge 
langen, in der positiven odei dei ne^itiven Eichtung =5iLb 
bewegen mufs. Dann i-^t aiso allemal die htirckp BA mit 
dem Anfangspunkte B und dem Endpunkte Ä dti Streckt AB 
gleich und entgegengesetzt und d^hei 

AB-^-BA^O. 
Bedeutet C einen beliebigen dritten Punkt der Abscissenacbse, 
so gilt in Folge dieser Festsetzungen stets, wie aiicli diu drei 
Puiil!i,e zu einander liegen mögen, die Gieiehinig; 

AB + BC-\-GA^O 
oder : 

AB = 0B - CA. 

Bözeicbnet man dorn entsprechend mit Xj und Xg die Abscisseu 
zweier Punkte P, und Pg in Bezug auf den Anfangspunkt 0, 
so hat man PiP^ = OF^ — OP^ = x^—- x-^, während die 
Strecke F^F^ durch iKj — X2 dargestellt wird. 

Wählt man ferner auf der Abacissenachse einen neuen 
Anfangspunkt 0', dessen Abscisse 00' =' a ist und bcKeichnot 
die Abscisse eines Punktes F in Bezug auf den alten Anfa.ng3- 
punkt 0, also OF, mit os, dagegen die Abscisse von P in 
Bezug auf den neuen Anfengspunkt 0', also O'F, mit x', so 
erhält man aus der Gleichung O'F = OF — 00' die Relation: 

x' ^ X — a oder x = x' ^ a. 
Diese Gleichungen zeigen, wie sich die Abscisse eines Punktes 
beim Übergange zu einem neuen Anfangspunkte ändert. 

Aufg. 1. Welches ist die Länge der Strecke AB, wenn 
die Abscissen von A und B in Bezug auf den Anfangspunldi 
rcsp. ^ und — ^ sind? Welches Vorzeichen hat AB7 

Aufg. 2. Bestimme Länge und Vorzeichen der Strecken 
P^P^ und P^Pi, wenn die Abscissen von P^ und Pä das eine 
Mal Xj^ = 2, x^^ 5, ein anderes Mal 3;, = — 3, ic^ = -^, ein 
drittes Mal a;, = — 1 , «^ = — \- sind. 

Aufg. 3. Heweise, dafs der Mittelpunkt dof Strecke F^F^, 
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<lie Abseisse --^-" liiit, wenn x, und x^ die, Abseissen von 
Pi lind Pa si"*^' 

Aafg. 4. Der neue Anfangspunkt 0' habe in Beziig auf 
den alten Anfangspunlrt die Abscisse a = — 3. Welches 
sind die neuen Abseissen der Punkte P^, Pg, P^, deren alte 
Abseissen resp. x^ ^ ^, x^^ — 2, «g = — 3 sind? 

§ 3. Bestimmung der Lage eines Punktes in einer Geradon 
durcli sein Teilverliältiiis. 
Man kann die tinendliche Zahlcureihc auf die Puuktreihe 
einer Geraden noch in einer andern Weise abbilden. Zu die- 
sem Zwecke fixieren wir zunächst wieder auf der Geraden 
eine positive und eine negative Ilichtung. Wir wählen sodann 
auf der Geraden zwei Punkte P, und Pg nnd nennen die Strecke 
FiP^ die Fundamenfcalatoecke. Dieselbe besitzt nicht nur eine 
bestimmte Länge (gemessen durch die gewählte Längeneinheit), 
sondern auch eine bestimmte Richtung, durch welche sie sich 
Ton der Strecke F^P^ unterscheidet. 

Sei jetzt P ein beliebiger dritter Punkt der Geradon, so 
ist stets: 

P, P -\~ PP,, -f- I\ P, = oder Pj 1' =■- P, P, — PPg, 
gleicbgiiliig ob P auf der Fundanientiilstreoko oder aiirsorlui.lb 



derselben liegt, wenn nur bei jeder der Strecken das Yor«eiehen 
richtig beachtet wird. Man nennt das "Verhältnis der beiden 

das 

Teilverhältnis des Punktes P in Bezug auf die Fun- 
damentalstrecke F,P^. Zu jedem Punkte P gehört dann 
eine ganz bestimmte Zahl, nämlich sein Teilverhältnis, und 
zwar ist dasselbe positiv für alle Punkte zwischen Pj und P^, 
weil dann P^F und FF2 gleichgerichtet sind, und negativ für 
allePunlvte aufserbalb der Fundamentalstrecko, weil dann immer 
PiP und PP^ entgegengesetzte Richtung haben. Sehen wir 
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iiuii zu, wie sieh diis Teil Verhältnis p'p-j welches wir kura 
mit l bezeichnen wollen, ändert, wenn P die unendliche Gernde 
durchläuft. 

Befindet sich P in Pj^, so ist offenbar sein Teilverhältnis 
A = 0. Bewegt sich dann P von Pj bis zum Mittelpunkte M 
der Fund am entalstr ecke, so wird l allmählich gröfser und er- 
reicht in M den Wert + 1. Geht P über M hinaus bis zu 
Pä, so wächst l über alle Grenzen; für P^ selbst ist daher 
A = -|- oo zu setzen. Würde eich P von der entgegen gesetzten 
Seite her dem Punkte Pg genähert haben, so hätte k immer 
gröfsere und gröfsere negative Werte angenommen, sodafs dem 
Punkte Pjj dann das Teil Verhältnis — oo zuzusprechen wäre. 
(Man vergleiche damit das Verhalten von tg « für a = 90".) 
Fitr alle Punkte aufaerhalb der Fun damentiil strecke ist X, 
wie schon bemerkt, negativ und zwar erkennt mau, dafs wenn 
P aufserhalb und auf der Seite von P^ Hegt, A sich zwischen 
^ oo und —1 befindet, dafs dagegen, wenn P aufserhalb 
und auf der Seite von P, liegt, A allemal Werte zwischen 
und — 1 besitzt. Es fragt sich noch, welchem Werte nähert 
sich A, wenn P nach der einen oder der andern Seite der 
Geraden sich ins Unendliche bewegt? Da: 

F.P^P^Pg — PP^ 
ist, so folgt: 

j ^P:^'^ 1 . -^. -^'. 

^ ^ Pl^ — ~ ^ + P IT ■ 

Mag sich nun P nach der einen oder der iuidern Seile 
hin ins Unendliche bewegen, so wird ^p" sich immer mehr 
und mehr der Null nähern, sody,l's wir in beiden Fällen den 
Grenzwert — 1 für A erhalten. 

Wir wählen dalier die Ausdrucksweise, die Gerade besitze 
einen einzigen unendlich fernen Punkt, dem man sich 
in der einen oder der andern Richtung nähern kann, und 
welchem das Teilverhältnis — 1 zukommt. Betrachtet man 
dann der Gleichförmigkeit des Ausdrucks wegen auch die beiden 
Grenzwerte -)- ao und — oo, die wir für das Teilverhältuis 
von Pj erhalten haben, als zusammenfallend, so ergiebt sich 
der folgende Üatz: 
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Jedem Punkte P tler G-cratlon untspviclit eiiiu 
gauz bestimmte (positive oder negative) Zahl, näm- 
lich sein Teilverhältiiis und umgekehrt, jeder (poai- 
tiven oder negativen) Zahl entspricht ein ganz be- 
stimmter Punkt der Geraden, nämlich derjenige, dessen 
Teilverhältnia gleich der gegebenen Zahl ist. 

Die Gleichung A = — 1 + pp^ liefert nämlicli zu jedem k 

ein gana bestimmtes PP^ = t-V") ""^ damit auch einen gana 
bestimmten Punkt P, sodafs auch die Umkehruug gerecliL- 
fertigt ist. 

Der VollsUndigkeit halber stellen wir dieso Verhältnisse 
Hucli durch folgende Tabelle zusammen: 



L!(iWGgt sich P 


50 llOWOgl sie 


1 yl 


vuu 1\ Ijis M 


VOM l)ia 


+ 


„ il „ i't 


,, +1 „ 


-1- 


„ I\ „ °o 


„ -» ,. 




„ oo .. -Pi 


„ - 1 „ 




illüt mioi, »io iu § 1 


uiuoii Ijeliübigtii 


A 



(spuukt 

und nennt die Äbseissen der drei Punkte Pj, Pg mid P resp. 
x^, x^ und X, 80 ist P^P = x — x^, PP^ =^ x^ - x, folglich 
A = -J-i =-- -^z^ ' woraus man l'ür die AbweiaBc von P iuidet; 

1 + i 

Aüt'g, 1. Konstruiere die Punkte mit den Teilverliält- 
niasen 2, ^, — ■ 3, — |, - - -f. 

Aufg. 2. Man iieige, dyls diis Teilverhättnia A eines 
Punlrtes P unabhängig ist von der gewählten Längeneinheit 
und unabhängig davon, wie man die positive Richtung der 
Geraden lisiert. 

Äul'g. 3. Bestimme aus den Äbseissen x^ und x.^ von Pj 
und Pg die Abscissen der Puidite mit den Teilveiliältnisseu 
0, 1, -- 1, oo, f, y, — 2, — ^ ^'^^ S'*''^ '^^^ Lage dieser 
Punkte an. 
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§ 4. Doppelverhältais. Harmonisclie Punkte. 
Bei Yiolcii Gelegeahciton ist es erforderlich, gieiciizeitig 
die Teilverliiiltnisse zweier Punkte ins Äuge bu fassen, öeieii 
iilöo zwei Punkte S^ und S^ gegeben, welche mit einer i'uu- 
daiuentalstrecke -PiP^ resp. die Teilyerhältnisse: 



der vier Punkte Pj, P^, S^, S^. Dasselbe ist positiv, weiiu 
8i und Ä'a entweder zugleich innerhalb oder zugleich aufser- 
halb der Fund amentalstr ecke F^P^ hegen, dagegen negativ, 
wena von den beiden Punkten Sj und Sj der eine innerhalb, 
der andere aufserhalh von PiP^ liegt. Wir wollen für daa 
Ooppeiverhältnis g~ : —-—■ die Bezeichnung (P^P^S^S^) wüh- 
len, dabei aber genau auf die Reihenfolge achten, in der die 
vier Buchstaben auf einander folgen. In der Bezeichnung 
(PjPaS^^j) bedeutet also der erste Buchstabe den Anfangs- 
punkt, der zweite den Endpunkt der Fund amentalstr ecke, der 
dritte Buchstabe den ersten Teilpunkt und der vierte den 
zweiten Teilpunkt. WiVhlt man demnach auf der Gei'aden vier 
beliebige Punkte A, E, G, D, so bedeutet (ABOD) das üoiipel- 
verhäiinis ^ : ^^, während beispielsweise (BCÄD) day 
Doppe Ivel halt m-5 -rr ^rr t edeutcn würile, welches man er- 
hält, ■WLnu min die 1( undamental strecke BG das eine Mal 
durch A k mdeie Mil duich D teilt. 

Da man viei Buchst iben auf 24 verschiodeuü Arten auf 
einander tolj,cn 1 is-^eu kann, so geben vier Punkte zu 24 Düppel- 
verhältnissen Veianli sung die aber nicht alle von einander 
verschieden sind. 

Von besonderer Wichtigkeit ist der Fall, wo die vier 
Punkte A, B, G, D so liegen, dafs ihr Doppelverhältnis 
(ABCD) = ■ — 1 ist. In diesem Falle aatgb man, die vier 
Punkte bilden eine harmonische Gruppe oder sind har- 
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monische Punkte. Man nennt überdies A mitl Jß einerseits, 
C und D andreraeita zugeordnete Punkte und erkennt, dafa 
die beiden Paare Ä, S und C, D einander trennen, in dem 
Sinne, dafe wenn ein Punkt eines Paares im Innern der von 
dem andern Paare gebildeten Streclie liegt, der zugeordnete 
Punkt notwendig aufserhalb derselben sich befinden mufa. 

Ist (^UCD) = — 1, so findet man durcli Ausreclineti, 
diifs auch: 

(ABDC) = {BACD) = (BADC) = (CDAB) = (CDBA) 
= DC iB) — (DCBJ) = — 1 

ist. Bilden also A, B, C, D eine haimoni&die Wiuppe, in dem 
Sinne, dafs zuuäehat {ALi. D) = — 1 ist, so kann man nicht 
nur jeden Pimkt mit dem ihm zugeoidüeten vei tauschen, sondern 
auch die beiden Paaie zugeoidnef^i Punkte mit einander und 
erhält immer wieder eine haimonisehe üiuppe Es kommt 
also bei dei Bildung einei solchen nur daraut an, welche 
Punkte einandei zugeoidnet weiden, nicht T,ber welches Paar 
oder welciiei von zwpi zitgeoi dneten Punkten eines Paares 
vorangestellt wiid Mm sagt dabei auch, das Punktepaar 

A, B werde durch dis Punktepaar C, D haimmisch getrennt 
und erkennt, dafs dann auch A, B duich D, C, oder C, D durch 

B, A etc. hiimonibch ^etiennt weiden 

Ist einPui zu ^eordnetei Punkte, etw^yi, i, gegeben, so 
j^ g gehört zu jedem Punkte C ein ganz be- 

stimmtei zugeordnetpi vierter liarmo- 
nisthei Punkt D Üra denselben zu 
konstruieien, ziehe man etwa durch A 
_ und B zwei beliebige Parallelen und 
duich C eine behebige Transversale, 
nekhe diese Paiallelen m den Punkten 
I'' und G tiellen mo^e Macht man dann BU = BG, so 
führt die Veibmdungahnie FS zu dem vieiten harmonischen 
Punkte 3. Li dei Thitt bilden C und B entgegengesetzt 
gleiche Teilveih iltniase uut AB 

Wir weidtn ■^pj.tei noch eine andcie Konatiuktion kennen 
lernen, welche mit dem Lmeil allein aubj^efuhit werden kann. 
Schreibt mm dit OilLKhmij^ 
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AC AD _ 
GB' DB 
in der Form: 

und bezeieliiitit miü M den Mittelpunkt von AB, m folgt: 
{AM + MC) (BM + MD) = {AM + MB) {GM -h M£). 
Berückeichtigt man aber, dafs AM=MB = — BM iat, 
so ergiebt sich durch Äusreehnen: 

MA^ = MB^ = MC . MI». 
Umgekehrt sieht man leicht ein, dafs wenn diese llehitiuii 
bestellt, A, B, C, JD harmonische Punkte sein müssen, denn 
die Gleichung liefert zu gegebenen A, B, nur ein einziges B. 
Aufg. 1. Man schreibe die 24 Doppelverhältnisse der 
vier Punkte A, B, C, B auf und überzeuge sich durch Aus- 
reclmen, data sie in sechs Gruppen von je vier gleichen Doppol- 
verhUltnissen Kerf allen, 

Äufg. 2. Man zeige, daTa wenn A, B, C, D eine hai'- 
monisehe Gruppe bilden, die 24 Doppelverhaltnisse in di'ei 
Gruppen von je acht gleichen Doppel Verhältnissen zerf'tvUeu. 
Den drei Gruppen entsprechen die Werte — 1, 2, ^. 

Äufg. 3. A und B seien zwei zugeordnete Punkte einer 
harmonischen Gruppe A, B, C, B. Man überlege an Hand 
der Figur und mit Kücksicht auf die Tabelle in § 3, wie sich 
B bewogt, wenn G die unendliche Gerade dureliläuft. Wo liegt 
insbesondere B, wenn C mit A oder mit B oder mit dem 
Mittelpunkte von AB zusammenfällt? 

§ 5. Bestimmung der Lago eines Punktes in der Ebene durch, 
Koordinateu. 
Bißher haben wir uns auf Punkte beschränkt, die auf 
einer und dei'selben Geraden lagen. Um nun in ähnlicher Weise 
auch die Lage der Punkte einer Ebene zu bestimmen, ziehen 
-wir durch einen beliebigen Punkt derselben Kwei gerade 
Linien. Wir betrachten dann für die beiden Geraden im Sinne 
von § 1 den Punkt als Anfangspunkt, wählen auf ihnen 
in derselben Entfernung von je einen Einheitspunkt E und 
haben damit nicht nur für die beiden Geraden ein gemein- 
schaftliches Längenmars OB gedcbaffen, sondern auch zugleich 
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iiLit' buideii eliit) positive und eine negative Iticlitaiig featgewetKi. 

Um die Voratellungen ku fixieren, wollen wir die eine det 

J.J ^ beiden Geraden, die wir die Abaeis- 

v-w senachse nennen, in horizontaler 

2fL-- -,P Lage Yorausaetaen und ihre positive 

TT . r ! Hälfte als naeli rectts gerichtet au- 

Q\ ; nelimeu. Die andere Gerade, welche 

-M iö^S M +3: die Ordinatenachae lieifst, iat dann 

/ g^gei f'ip- erste unter einem gewissen 

" / Winkel w geneigt, ihre positive Hälfte 

werde als nach oben gerichtet an- 
geiionimen. Ist jetzt ein beliebiger Punkt P der Ebene ge- 
geben, MO ziehe man durch ihn awei Parallelen PM und ]?N 
zu den Achsen, Die Lage von P ist dann vollständig durch 
die Lage der Punltte M und N gegeben, die wir in g 1 durch 
ganz bestimmte Zahlen zu fixieren gelernt haben. 

Man nennt die mit ihrem Vorzeichen veraeheueu 
Ächsenabschnitte OM und ON reap. die Abscisse und die 
Ordinate des Punktes P, beide zusammen seine Koordi- 
naten. Die Ordinate ON von P kann man auch durch die 
gleiche und gleichgerichtete Strecke üifP ersetzt denken, aodafs 
man sich die Parallele PN in der Figur sparen kann. Der 
Punkt heilst der Anfangspunkt der Koordinaten, seine 
Koordinaten sind = 0. 

Mau bezeichnet die Abacisae einea Punktes P meistens 
mit dem Buchstaben x, seine Ordinate mit y und nennt dem- 
entsprechend auch die Äbscissenachse die aJ-Achae, die Ordi- 
natenachae die «/-Achse. Sind mehrere Punkte gleichzeitig zu 
beti-aehten, so unterscheiden wir durch Indices: x, 1/; a\, y^; 
^2j Vti ^1 y ^^'^- bedeuten die Koordmaten der Punkte P; 
F^\F^;F etc. 

Wir wollen die Absciase einet Punktes immer vor der 
Ordinate nennen, sodal's a. B. „der Piuikt («, hf der Punkt 
mit der Abscisse a und der Ordinate b ist. 

Nach diesen Vorbereitungen erkennt man jetzt die Kichtig- 
keit des folgenden Satzes: 

Jedem Punkte der unbegrenzten Ebene entspricht 
ein ganz bestimmtes Zahlenpaar, uiunUcli seine Koor- 
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diiiateu und umgekelirt jedem Za.lileiipaar uiitapriulit 
ein gniiz bestimmter Punkt der Ebene, nämlicli der- 
jenige, dessen Koordinaten reep. jenen beiden Zahlen 
gleich sind. 

Durch die beiden Koordinatenachsen wird die ganze Ebene 
in vier Teile I, 11, III, IV zerlegt. In I sind Abscisse und 
Ordinate eines jeden Punktos positiv, in II resp. negativ und 
positiv, in III beide negativ und in IV reep. positiv und negativ. 

Je nachdem der von den positiven Halbachsen ein- 
geschlossene Winkel w ein rechter ist oder nicht, spricht man 
von rechtwinkligen oder schiefwinkligen Koordinaten; 
beide zusammen heifsen auch Parallelkoordinaten oder 
nach dem Begründer der analytischen Geometrie Cartesische 
Koordinaten (Cartesi\:m 1596 — 1650). 

Natürlich gelten alle Satac, die sich auf Bchietwiidtlige 
Hyateme beziehen, auch für rechtwinklige; aber nicht um- 
gekehrt. Wenn daher in der Folge eine Unterauchmig sich 
speziell auf rechtwinklige Koordinaten beKiehen soll, so wird 
dies stets besonders hervorgehoben werden, im andern Falle 
kann man rechtwinklige oder schiefwinklige Koordinaten der 
Betrachtung zu Grunde legen. 

Aufg. 1.*) Bestimme die Punkte (2,3); (—1,4); 
(" a, - 1); (1, - 5). 

Aufg. 2. Durch weiche Koordinaten sind diu Punkiu 
der a;-Achse resp. der y-Achse ausgezeiohnet? 

Aufg. 3. Welche Beziehung besteht zwischen den beiden 
Koordinaten eines Punldes, der auf einer der beiden Geraden 
liegt, welche die Winkel der Achsen halbieren? 

Aufg. 4. Durch welche Koordinaten sind die Punkte 
einer Geraden charakterisiert, welche zura;-Aehae resp. ^/-Acliße 
parallel ist? 

Aufg. 5. Durch sei eine beliebige Gerade gezogen. 
Welche Relation besteht dann zwischen den Koordinaten x^,ij^ 
und a-'a, y^ zweier Punltte 1\ und P^ dieser Geraden? 



*) Bei den Zeichnuiigea , die zu allen Aufgaben anzufertigen sind, 
bedient man sich zweckmiUsig eines iu kleine Q«adi*ate eingeteilten 
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Aui'g, 6. Welches ist die gegenseitige Lage der Punkte 
(«,S)-, (-«,-4); (-»,»); («,-6)? 

Aufg. 7. Ein Punkt P besitze die Koordinaten x, y. 
Wie heifsen seine Koordinaten, wenn man die Acbsenrichtungen 
wechselt, oder wenn man die frühste positive «-Achse neuer- 
dings zur positiven y-Achse und die frühere positive i/ -Achse 
neuerdings etwa zur negativen a; -Achse wählt, oder wenn man 
die Ä<jhaen irgendwie anders vertauscht? 

§ 6. Koordinatentransformation durch Verlegung des 
Anfangspuaktes, (ParaUelverscMebang,) 

in einem beliebigen Koordinatensystem mit dem Auhiugs- 

punkte seien zwei Punkte P und 0' mit den Koordinaten 

j, ^ X, y resp. a, b gegeben. Mau lege 

*yy ""y/ durch 0' ein neues Koordinaten- 

■'y"^ — W ~^ sjstem, dessen positive Halbachsen 

/ I ■ ' parallel und gleichgerichtet mit den 

/ / / positiven Halbachsen des alten 

jj f.^- .^„_.., .,^^ , gygj^gjQg sind, sodafs das eine 

/ / / System mit dem andern nach Lage 

jö Ji -*! ^■'^ und Richtung der Halbachsen durch 
' blofse Parallelversehiebung zur 

Deckung gebracht werden kann. Der Punkt P besitzt dann 
in Bezug auf das neue System zwei Koordinaten O'M' und 
O'N', die mit x' und y' bezeichnet werden mögen. Dem 
entsprechend wollen wir die neuen durch 0' gebenden Achsen 
auch die a:' -Achse und j/' -Achse nennen. Aus der Figur ent- 
nimmt man dann, da in Bezug auf Grölse luid Richtung 
0'M'=AM==OM~- Oä und O'N'^BN^ON— OB ist, 
die ßelatiouen: 

x'=x — u, y'-^ij — h 
oder: 

X - ff'-f a, y^y'-\-b. 

Aufg, Man überzeuge sich, dtü's diese Kelationen Kwiachen 
den alten und den neuen Koordinaten stets gelten, in welchen 
der vier Teile der Ebene auch 0' und P liegen und welche - 
gegenseitige Lage sie aueh zu einander haben mögen. 
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g 7. Polarkoordinateii. 
In Bezug auf ein rechtwinldiges Achsenkreuz sei ein 
Punkt P dui-cli seine Koordinaten OM = x, ON'^y gegeben. 
(In der Figur sind absichtlich zwei 
Punkte mit denselben Bezeich- 
nungen gewählt, damit man er- 
kenne, dafs die folgenden Erörte- 
rungen von der speziellen Lage 
dea Punktes ganz unabhängig sind. ^ v «- ' 

Der Leser möge also den einen ^■^ _ \,-f§y 

oder den andern der beiden Punkte M ^O M 

der Betrachtung zu Gfrunde legen.) 
In dem rechtwinkligen Dreieck OMP sind äie beiden Katheten 
OM'^x, MP = tf, die Hypotenuse, also die Entfernung dea 
Puniites P vom Anfangspunkte, werde mit )' und der Winkel, 
welchen r mit der positiven x -Achse einschliefst, mit u bezeichnet. 
Dabei wollen wir genauer unter u den Winkel verstehen, um den 
sich die positive ic-Achse im positiven Sinne drehen mufs, um 
mit dem Halbsti-abl OP zusammenzufallen. Unter dem posi- 
tiven Drehungssinne verstehen wir dabei ein für allemal 
denjenigen, um welchen die positive a;-Achse um den Anfangs- 
punkt sich drehen muCs, um, den ersten Quadranten durch- 
streichend, nach der positiven j/-Achse zu gelangen. 
Aus dem rechtwinkligen Dreieck OMP folgt jetzt: 

(1) a: = r cos M , ij =^ r sin %i 

und diese Gleichungen gelten, in welchem der vier Qua,drauten 
auch P angenommen werde, wenn man nur berücksichtigt, 
dafs cos « und sin u in den vier verschicdeiieu Quadrsmtcu 
dieselben Vorzeichenkombinationen darbieten, wie x und y. 

Die Entfernung r werde dabei stets als positiv angesehen. 
Aus den Gleichungen (1) ergiebt sich durch Auflösen: 

(2) *- == ya;* + y^, cos m = ^ , sin it = 4 j H " = - , 

wie auch unmittelbar die Figur zeigt. 

Man nennt r und u die Polarkoordinaton von P, 
speziell r den Radius Vcctor, u die Anomalie von P. Die 
GröVscn V und u bestimmen die Lage von P elimiso (lindtiutig, 
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wie X und y. Es folgt dies direkt aus. der i'^igur, aber anuh 
daraus, dafs sich vermöge der G-leielnmgeii (1) und (2) x imd 
y durch r uud m und umgekehrt in eindeutiger Weise be- 
stimmen lassen. Der Radius r kann aUe "Werte von Ü bis oo 
iiniiehmen, die Auomalie u alle Werte von 0" bis 360". 

Aufg. 1. Welches sind die Polarkoordinaten der Puakte 
(2, 0); (0, 3); (- 4, 0); (0, - 1); (3, - 3); (1, 1); (- 2, 2)? 

Aufg. 2. Welches sind die rechtwinkligen Koordinaten 
der Punkte, deren Polarkoordinateu resp. r = 1, u ^ 45"; 
,• = 3, w = 210°; »■ = 2, M = 315" sind? 

§ 8, Aus den reohtwinkligen Koordinaten zweier Punkt« P 
und P^ ihre Entfernung und die Meigung Ihrer Verbindungs- 
linie gegen die ^ -Achse zu hestimmen. 
Die als positiv gedachte Entfermnig PPj werde mit d 
bezoichuot, der Winkel, den FF^ mit der positiven Richtung 
j^,.^ ^ der a;-Ach3e bildet, mit <p. Oabei 

wollen wir genauer unter dem Winkel, 
den eine Gerade mit der positiven 
Richtung der iB -Achse bildet, und der 
^ also die Richtiing der Geraden be- 
stimmt, denjenigen Winkel verstehen, 
welchen die3;-Ächse, im positiven Sinne 
um ihren Schnittpunkt mit der Ge- 
raden sich drehend, beselireiben mufs, um in die Lage jener 
Geraden zu gelangen. 

Wir legen durch P als Anfangspunkt ein neues Koordi- 
natensystem parallel und gleichgerichtet mit dem alten (§ 6). 
Sind dann x, y und x^^ y^ die gegebenen auf das alte 
System bezogenen Koordinaten von P und Pj, so werden jetat 
die Koordinaten von P, in Bezug auf das neue Syst,em lauten: 

x'=->^~i,, y'=y^ — y 
Da, abt,i jei^t gleichzeitig die zu bestimmenden Grofsen d und 
ip im Sinne von § 7 die Polarkooi dmaten von P, in Bezug 
auf das neue System sind'), so iii" 

*) Nai'h Jei voiliei-^diendew Teatsi t/ims' Iifdcnt'! rp iniinfi i mcii 
Wiiikil /-«isdiond' iinil IMl» TTnhi ITmst uitlcn ist <I il.^ lu Aii„in1i( 
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Durcli diese Formeln werden mit Berüeksiclitigung der 
für (p getroffenen Festsetzung d und 90 eindeutig beatimmt. 
Zu beachten ist noch, dafa die Formeln sich nicht ändern, 
wenn man x^, y^ resp. mit x, y fertauscht; es ist daher gleich- 
gültig, welchen der beiden Punkte man als ersten betrachtet. 

Aufg, 1. Man bestimme die Entfernung der beiden Punkte 
(5, — 3); (— 2, 1) und den Winkel rp ihrer Verbindungslinie. 

Äufg, 2. Die Koordinaten der Ecken eines Dreiecks 
seien (2,1); (—5,3); (1, — 4). Man bestimme die Längen 
und die Riehtungen der drei Seiten. 

Aufg. 3. (ic,, y^) und (%, y^ seien zwei feste Punkte. 
Welche Gleichung muCs zwischen den Koordinaten x, y eines 
Punktes bestehen, damit derselbe von jenen beiden Punkten 
gleiche Abstände habe? Wo liegen alle diese Punkte? 

Aufg. 4 Auf der a:-Achse seien die beiden Punkte A 
und Ä mit den Äbscissen a und — a, auf der «/-Achse B 
und I¥ mit den Ordinaten h und — h gegeben. Man bestimme 
die Richtungen der Seiten des Parallelogramms ABÄJ^. 



% 'J. Aus den gegebenen Koordinaten x^, y^ und x^, y^ zweißr 
Punkte I\ und P^ die Koordinaten x, y desjenigen Pimktes P 
der Terhindungslinie zu finden, der mit der Strecke P^ P^ ein 
gegebenes Teilverhältnis A bildet. 
Da das Teilverhältnis l unabhängig davon ist, weiclu; 
Richtung der Geraden F^T^^ man als pi^ « 

die positive ansieht (fe 3, Autg 2), %o 
wollen wir uns einer be&ondeien Fest 
Setzung darüber enthalten und nur in 
Rücksicht ziehen, dafs Stieeken, die in 
entgegengesetztem femne durchlaufen wei 

den (wie etwa PjP^ und P^Pi) mit ent L-~^ ■ ■ - - - 
ten Zeichen 7U verschen sind ' ' 

System nicht tp sontlfin 180" -\ f li 
n ^ U"n ll luimpl F 7 ii l lg f 



'?/ 



von Pi m Bezu^ auf dis r 
ahei tg (ISO -ä- p) = t? if 
docl „Tnz ilIgcmpiD 



y Google 



_ 16 -- 

Nur für die Geraden, cHe einer der Achaeii patiillel sind, ist die 
positive Eiehtung nicht -willkürlich, sondern in Ühereinstim' 
mung mit der betreffenden Aehsenrichtung zu wählen. 

Eine anfmerkaame Betrachtung der Figur zeigt nun, dafs 
mit Rücksicht sowohl auf die absoluten Längen wie auf die 
Vorzeichen der betreffenden Strecken die Proportion gilt: 

P,P:FP^ = M,M: MM, = N^N : NN^ 
d. h. (ki's M^M^ durch M und N^N, durch N in demselben 
Teil Verhältnis l geteilt werden, wie PiP^ durch P. Nach § 3 
ist dann aber das a; von M gleich ^Yq:^^^ und dem entsprechend 

das M von N sisleich —T^r-i^- Es sind daher die Koordinaten 

vmt P: 

Für l ='= 1 erhält man die Koordinaten des Militeljiunlites der 
Strecke I\P^, nämlich ^L±^, ?^"J^ ■ 

Aufg. l. Man bestimme die Teilverhältnin?(' der beiden 
Punkte, in denen die Gerade P^P^ die Achsen sehneidet. 

Aufg. 2. Ein Dreieck ist gegeben du]-ch die Koordinaten 
(2,5); (--3,7); (1, ■— 2) seiner Ecken. Mar bestimme die 
Koordinaten der Mittelpunkte der Seiten. 

Aufg. 3. Der Schwerpunkt S einer Dreiecksiläche Icilt 
die Verbindungslinie P^B^ einer Ecke P^ mit dem Mittel- 
punkte IS( der Gegenseite bekanntlich ni dem Verhältnis 2:1. 
Man soll die Koordin.iten von S aus den Koordinaten x^, y^; 
^■i> y^'i ^} Vz '^^ ^\f -^s) -Pg beret-hnen. 

Aufg. 4. Man suche fui das Dieieck (2,-5); (1,2); 
( — 3,4) die Kooidinaten de^ Punktes, in welchem sich die 
Verbindungslinien der Ecken mit den Mittelpunkten der Gegen- 
seiten, die sogenannten Mittelhnnn, treffen. (Der gesuchte 
Punkt ist der SchweipunH) 

Aufg. 5. Duich die Ecken (Tj, j/,); {x.^, y^; {Xf_, y^) 
eines Dreiecks ziehe man Parallelen 7u den Gegenseiten und 
bestimme die Koordmatien dei Ecken des so entHtehendeu 
Dreiecks. 
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§ 10, Den Inhalt des Dreiecks zu bestimmen, welchea der 
Atifangspunkt mit zwei Punkten Pj und P^ bildet. 
Die Punlrte P, uml P^ mögen die rechtwinkligen 
Koordinaten Xj^, j/j; x^, y^ und die Polar- 
koordinaten ri,Mi; »"3,% besitzen. Sei 
zunächst Mg>%, sodafs diePunkteOjPjjPg, 
wie in der Fignr, im positiven Drekungs- 
sinne aufeinander folgen. Dann ist der 
Inhalt J des Dreiecks OFjF^ gleich: 
J = ^ r-,r^ sin {u^ — u^) 
= ^- r^ »"g (sin % cos u^ — cos % sin u^) 
oder mit Rflcksieht auf die Formeln (2) von § 7: 

d. li.: 

(1) J=l(^i?/ä — ^^Vi)- 

Tat dagegen Mj > itg, d. h. folgen die Pnnkte 0, I\, P^ 
im negativen Drehnngssinne aufeinander, so ist: 

J = 4^ r^r^ sin (u^ — %) 
und man erhält alsdann: 

(2) J= ^{x^y^ — x,y^ = — ^ix^y^ — '^Vd- 

Um nun diese lästige Unterscheidung, ob Mg gröfser oder 
kleiupi ist ik lij, zu veimuden wollen wir ein für allemal 
festsetzen, dafs dei Inhilt des Dreiecks OP^P^ (man beachte 
die Reihenfolge dei Buih'staben) durch die einzige Formel: 

(3J J=V(%y2-^gJ/:) 

gegeben wei le 

Diese Pestsptzuug entbebt uns dann aber nicht nur jener 
Unterscheidung sondern «le lieiert zugleich eine tbatsächlicho 
VeivoUstmdigun^ unsrei Eil enntnis: 

Der absolute Wert des Ausdrucks ^ (iKij/g — x^y,) giebt 
uns den absoluten Flächeninhalt des iu Rede stehenden Drei- 
ecks an; gleichzeitig aber belehrt uns, ohne dafs wir notig 
haben, die Figur auzuschauen, das Vorzeichen des Ausdrucks, 
in welchem Sinne die Punkte 0, P^, P^ aufeinander folgen. 
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Ist nämlich ^{xj^y^ ~~ ^a^i) positiv, so ist dies ein Zeichen 
dafür, dafs die Punkte 0, P^, P^ im positiven Sinne auf- 
einander folgen; ist dagegen dieser Ausdruck negativ, so 
schliefsen wir, dafs das Dreieck im iiegativen Sinne durch- 
laufen wird, wenn wir von über P, nacli P^ gelangen, 

Liegen die Punkte 0, P^, P^ in einer Gferarlen, so ist 
""iHs — ^aJ/i = ^ ^^^ umgekehrt. 

Äufg. 1, Man zeichne verschiedene Dreiecke OPjPg (mit 
Berücksichtigung aller Quadranten) und übe sich, das Vorzeichen 
der einzelnen Dreiecke jedesmal aus der Figur abzulesen. Die 
Dreiecke OPgPi haben dann immer das entgegengesetzte 
Zeichen. 

' Aufg. 2. Zeige, dafs infolge unsrer Festsetzung der In- 
halt des Dreiecks OP^P^ durch ^{x^y^ — S'iJ/g) dargestellt wird. 
Aufg. 3. Pj und Pj mögen die Koordinaten — 5, 1 und 
3,4 besitzen. Berechne den Inhalt des Dreiecks OP^P^ und 
diskutiere das Vorzeichen. 

Aufg. 4 Pi habe die Koordinaten 2, 3; auf welcher Seite 

der Geraden OP^ liegt der Punkt Pg mit den Koordinaten 4, 3? 

Aufg, 5. Drücke die Bedingung dafür aus, dafs der 

Punkt mit den Koordinaten x, y auf der Verbindungslinie von 

mit (3:1, y^ liegt. 

Äufg. 6. Beweise, dafs bei schiefwinkligen Koordinaten 
mit dem Achsenwinkel w der Inhalt des Dreiecks OPjP^ durch 
'ki^'iVt — iKgj/j) sin U! dargestellt wird. Es ist uUmlich, wenn 
dieselben Bezeichnungen wie im Text benutzt werden; 

siuM. = yj—— etc. 



§ 11. Den Inhalt eines beliebigen Dreiecks PiP^Ps ans den 
Koordinaten der Ecken zu berechnen. 
Man verbinde die drei Punkte P^, Pg, Pg, deren recht- 
winklige Koordinaten i-esp. x^, y^; x^, y^; x^, y^ seien, mit 
dem Anfangspunkt 0, so erhält man drei Dreiecke OP1P3, 
OP^P.^, OP3P1, deren Inhalt resp. durch: 

\{x,y^ - x^y^), \{x^y^ - x^y^, ^(x^y^ — x,y,) 
bestimmt isK Nimmt ma.n nun jedes der Dreiecke mit dem 
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ihm zukommenden VorÄficlien niid "bei^eichiiet den lulialt der 

Dreiecke P^P^Ps, OPJ\, OP^P^, OP^P^ kurz mil; J, J,^_, J,,, 

Jgi, ao zeigt eine auf- ^. j,, 

merksame Betrachtung der ^^ 

Figur, dafa stets, wie auch 

das Dreieck P^ P^ Pg liegen 

mag, die Gleichung gilt: 
J=J-„ + /,3 4- J^,, 

wenn nur die Vorzeichen " 

richtig beachtet werden, 

und dafs fei-nei- J positiv oder negativ ausfällt, je nachdem 

Pj, Pg, Pj im positiven Sinne (wie bei der ersten Figur) oder 

im negativen Sinne (wie bei der zweiten Figar) aufeinander 

folgen. 

Indem wir also so für den Flächeninhalt J des Dreiecks 
PjPgPj (man beachte die Reihenfolge der Buchstaben) stets 
die Formel erhalten: 

J = |-(fl;ij/a — x^y^ + a^aj/.) — x^y^ + x^y^ — x^y^ , 
erkennen wir, dafs uns dieser Ausdruck für J nicht nur durch 
seinen absoluten Wert den absoluten Flächeninhalt des Drei- 
ecks angiebt, sondern auch gleichzeitig durch sein Vorzeichen, 
in welchem Sinne die drei Punkte Pj, Pg, P^ aufeinander 
folgen. Die in § 10 getroffene Festsetzung macht also unsere 
Formeln inhaltsreicher. 

Anmerkung. Bei dem Bau der für J gefundenen Formel 
tritt eine gewisse GesetzmäXsigkeit zu Tage, der wir noch 
vielfach begegnen werden und die namentlich auch für da.a 
Gedächtnis eine Erleichterung bietet. Man benrerkt nämlich, 
dafs die beiden Summanden x^y^ — Xf^y^ und j,.^ ^^ 
"hVi "~ ^iy& dadurch ans dem ersten Summanden Z^ 

9!,j/2 — x^yt hervorgehen, dafs man die Indices 
1, 2, 3 durch 2, 3, 1 beziehungsweise 3, 1, 2 
ersetzt. Die nebenstehende Figur rechtfertigt die 
Bezeichnung „cyklische Vertau'achung" der Indices ~^ "^ 

Aufg. 1. Man leite die Foimel fui 7 dadurch ib, dafs 
man durch Pg ein neues Ächsensy^tem pariilel und gleich- 
gerichtet mit den\ alten einfidiit und dmn nnf die neuen 
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Koordinaten x^=^ X-^ — x.^, j//= ja — y^ 
yi'^ Va — ?A ^"^^ -^^1 ^^'^ ^? "^'i^ Formel J 



I «a = ^ü — *:! , 

anwendet. 

Äufg. 2. Man lege durcli einen beliebigen Pnnkt (X mit 
den Koordinaten «, & ein neues Achsensystem parallel um! 
gleichgerichtet mit dem alten nuci beweise, dafs in dem neuen 
System die Formel für J genau denselben Fläcliemnhalt ergiebt 
wie in dem alten, dafs dieselbe also von dem Koordinaien- 
sjstem unabhängig ist, 

Aufg. 3. Man bestimme den Inhalt des Dreiecks (3, 1); 
(4, — 2) ; ( — 1, — 2) und diskutiere das Vorzeichen. 

Aufg. 4. Man überzeuge sich, dafs die Dreiecke P^P^Pj 
und P^P^P^ dasselbe Vorzeichen haben wie P^P^Ps, dafs da- 
gegen den Dreiecken P^P^P^, PgPjPg, PgPgP, das entgegen- 
gesetzte Zeichen zukommt. 

Aufg. 5. Welche Bedingung mufs zwischen den Koordi- 
naten der drei Punkte Pj, Pj, Pg stattfinden, damit diese in 
einer Geraden liegen? 

Aufg. 6. Beweise, dafs für schiefwinklige Koordinaten 
der Inhalt des Dreiecks P^PgPg durch; 



ausgedrückt wird (§ 10, Aufg. 6). 



t:,y.^)>^mv 



Kriterien für die Lage eines Punktes in 
Bezug auf eine Gerade. 
In einem rechtwinkligen Koordinatensystem sei eine 
fiernde durch die beiden Punkte Pj, P^ gegeben. Dieselbe 
j,.^ ^g zerlegt dann die ganze Ebene in zwei 

Teile, die wir auf Grund unsrer Fest- 
setzungen in folgender Weise von ein- 
ander zu unterscheiden im Stande sind. 
Alle Punkte P auf der einen Seite der 
Geraden sind dadurch ausgezeichnet, dafs 
in dem zugehörigen Dreieck die Ecken 
Pi, Pä, P im positiven Sinne, alle 
Punkte P auf der andern Seite der 
ifs in dem zugehörigen Dreieck die Ecken 




Geraden dadurch, 
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P^, Pj(, P im iiugiitiveii Sinne aufeinander t'olgeii. VVäLlen 
wir daher auf der erateu Seite, die wir kurz die positive 
nennen wollen, einen beliebigen Punkt P mit den Koordinaten 
X, y und bilden (indem wir jetzt x^, y^ durch x, y ersetzen) 
den Ausdruck: 

J= l-i^iV^ — ^Vi + ^nV — ^Vi + ^Vi — ^1^)7 
so wird dieser Ausdruck allemal positiv ausfallen; nehmen 
wir dagegen einen Punkt P mit den Koordinaten x, y auf 
der andern Seite, die wir als die negative bezeichnen liönnen, 
so wird der entsprechende Ausdruck stets mit dem negativen 
Zeichen behaftet sein. Wir besitzen also in dem Ausdruck: 

dem wir auch die Form: 

geben können, ein wichtiges Unters chei dun gs mittel l'ttr die 
beiden Seiten der Geraden T^P^. Für jedes Wertepaar x, y 
nimmt der charakteristische Ausdruck einen ganz bestimmten 
Wert an und zwar einen positiven für alle Punlite der einen 
Seite, einen negativen für alle Punkte der andern Seite. Be- 
deutet [x, y) einen Punkt der Oeraden I'^F^ selbst, so wird 
der Ausdruck (der ja den doppelten Flächeninhalt des ent- 
sprechenden Dreiecks darstellt) allemal Null, und umgekehrt, 
wenn der Ausdruck gleich Null wird, so ist dies ein sicheres 
Zeichen dafür, dafs der Punkt {x, y) auf der Geraden liegt. 

Es ist daher; 

«('A — Vi) - Vi^i — ^2) + ^:Pü — ^'iVi = 
eine G-leiehung, welche allemal aber auch nur dann 
erfüllt wird, wenn x, y die Koordinaten eines Punktes 
der Geraden bedeuten. 

Anfg. 1. Beweise, dafs der zuletzt ausgesprocliono Satz 
auch unverändert für schiefwinklige Koordinaten gilt. 

Aufg. 2. Pj, Pg, P mögen die rechtwinkligen Koordi- 
naten 2, 5; — 3, 4; 1, 1 haben. Auf welcher Seite der Ge- 
raden P1P2 liegt der Punkt P? Liegt der Anfangspunkt 
auf derselben Seite? 

Aufg. ;-!. Prüfe, ob die Punkte (1, — 1); (— 2, 5); (1, — Ö); 
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Q-, — 2) ^uf der Geraden Fi^F,;, lIui' vorliei-guliundeu Aiilgiiljü 
liegeil. 

Äufg. 4. In welchen Punkten tnfft dieselbe Gerade P^Pg 
dio Achsen und die Winke Ihalbier enden derselben? (g 5, 
Aiifg. 2 mid 3). 

Aufg. 5. Welcher Gleichung genügeu die Koüi'(!inaten 
eines jeden Punktes der Geraden l\P^, wenn P^ nnd P^ re«ii. 
die Koordinaten 4, 2 und — 3, 7 haben? 

§ .13. Den Inhalt eines "Vielecks aus den Koordinaten seiner 
Ecken zu hereeliiieTi. 
Die n Ecken 1\, 1\, . . . P« mögen die rechtwinkligen 

^ Koordinaten x^, 4/i; x^, y^; . .. .x„, y^ 

besitzen. Verbindet man, wie in § 11, 
die n Eckpunkte mit dem Anfangspunkt 
0, so erhält man « Dreiecke OP^l^, 
OP^F,^, ..OPnPi- Bei genauer Be- 
rüekaiehtigung der Vorzeichen aller 
dieser Dreiecke ergiebt sieb als ein- 
fache Ausdehnung der iu § 11 ge- 
wonnenen ßesidtate fik den Inhalt J 
die Gleichung: 

J ^- OP,F, + OF^P,, H h OP,J\ 

d. k: 

J -- ■-^. {x^^y.^ ■- a^aJ/i + yr^^a — ^3?/3 H 

+ a,'„--iy„ — iC«J/„_i + ^.2/i -- ^i»/4 
und zwar ist diosor Ausdruck positiv oder negativ, je nachdem 
die Punkte P^, P^, . . . P„ im positiven oder im negativen 
Sinne aufeinander folgen. Die für J gefundene Formel bleibt 
bestehen, auch wenn das Vieleck einspringende Ecken hat 
oder ein überschlagenes ist. 

Aufg. 1. Man beweise (wie § 11, Äufg. 2), dal's die 
Formel für J von dem Koordinatensystem unabhängig ist, 

Anfg. 2. Bestimme den Inhalt des Vierecks (1, 2); 
(_ 3, 4); (^1,-1); (3, -2). 

Aufg. 3. Beweise, dafs für schiefwinklige Koordinaten 
in dem Ausdruck für J ehii'ach der l'aktor sin to hiuKutritt. 
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Aufg. 4. Bi5Htijiiinüfi.ii'seliiefwinkligoKoor(liii!il;en(zü=-60") 
deu Inlialt des Vierecks (2, 1); (4,-3); (—2, — 5); (— 1, 4). 

Aut'g, 5. Bestimme i'iir rcehtwinklige Koordiiiatöuaeliaeii 
den Inhalt des Ächtecks: 

Aufg. 6. In einem (rechtwinkligen oder achiefwinkligeii) 
Koordinatensystem sei ein beliebiges Polygon Pj P^ . . , P„ 
gegeben. Man lasse die Äbscisaen der n Ecken ungeiindert, 
verköi-ze aber sämtliche Ordinaten in demaelbea Verhältnis « : b. 
Dadurch erhält man ein neues Polygon F^'l^' .. . P„'. Wendet 
man auf dieses neue Polygon die Formel des Textes an und 
berücksichtigt, dafs die neuen Ordinaten aus den entsprechen- 
den alten durch Multiplilcation mit — liervorgehen, so tritt 
der Faktor — vor die Klammer und man findet, dafs der In- 
halt des alten Polygons sich zu dem des neuen verhält wie 
a : &. Wir werden davon später eine wichtige Anwendung 
machen. 



§ 14. Büstimmung dea Ahdtaudey eines Punktes von eluer 
Geraden. 
Die Lag« einer Geraden ist vollständig bestimmt, wenn 
man Ihren Abstand d vom Anfangspunkte eines beliebigen 
Koordinatensystems und den ^,,^ ^^ 

Wmkel a kennt, welchen 8 
mit der positiven Richtung der 
a:-Achse einschliefst. Unter a 
verstellen wir dabei genauer den 
Winkel, um den sich die posi- 
tive a; -Achse im positiven Sinne 
drehen mufa, um mit dem durch 
die Uichtung von OR °= S be- 
stimmten Halbstrahle zusammenzutallen. Der Abstand Ü, den 
wir stets als positiv ansehen, schliefst dann mit der positiven 
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y-Aohüß den Winkel ß = iv - — « ein, inyol'erii W dun Äcliseu- 
winlsel bedeutet. 

Iii der Figur ist PQ tler zu bcHliuimende ÄbMtaud d des 
gegebenen Pufllvtüs P mit duu Koordinaten x, y von der durch 
S «ud a bestimmten Geraden. Mau iieat dann unmittelbar die 
Relation d=OR-OS^d -08 ab. Nun ist: 

OS=^OK-\- ES = 0^+ ML. 

Aus dun rechtwinkligen Dreiecken OMK mit iloiti Winkel k 
bei und MLP mit dem Winkel ß bei M folgt dcion aber: 

OK ^ OMcoa a = a;coa k, 

Jf i = MF COM (5 = y cos (3 , 
OS = a: cos tt -\- y COM |5 



ako: 



und daher: 

(1) d = — (x COM a + :!/ '='J'* J^ ~" ''')- 

Hätten wir in der Figur den Punkt P auf der tindem 
Seite der Geraden gewählt, so wäre bei analoger Bezeichnung 
d = OS — OJl und wir hätten dann die Formel: 

(2) d = -i- {x cos a -\- y cos ß — d) 
erhalten. 

Um nun diese Unterscheidungen zu vermeiden, wollen 
wir ein für allemal festsetzen, dafs der Abstand eines Punktes P 
mit den Koordinaten x, y von der durch 8 und « ehai'ak- 
teriaicrteii Geraden durch die einzige Formel: 

(3) of = — {x cos « + «/ cos ^ — iJ) 

gegeben werde. Auch hier enthebt uns diese Festsetzung nicht 
nur jener lästigen Unterscheidung, sondern sie macht anch die 
Formel inhaltsreicher: durch den absoluten Wert von d er- 
halten wir die absolute Länge des gesuchten Abstandes, gleich- 
zeitig aber giebt uns das Vorzeichen von d an, auf welcher 
Seite der Geraden der Punkt P liegt. Ist d positiv, so be- 
findet sich P auf derselben Seite wie der Anfangspunkt 0, 
die von P und gefällten Lote d und S sind daim gleich- 
gerichtet; ist d dagegen negativ, so liegt P 'avS. der entgegen- 
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gesetateii Seite, ä unil rf sind eiitgegeugeaeizi gerichtet. Die 
Gerade ti-euiit filao die l'uukte, für welclie der AiiadfLitli.: 

<; = — (x cos K -\- y üoa ^ — cfj 
einen positiven Wert besitzt, von denjenigen, für welclie ec 
einen negativen Wert annimint. 

Die Punkte der Geraden selbst und nur diese sind dnrcli 
^ = ausgezeichnet. Der, Ausdruck x cos a -{- y cos ^ — S 
verschwindet daher jedesmal aber auch nur dann, wenn 
X, y die Koordinaten eines Punktes der Geraden sind oder: 

Die Gleichung a: cos « + y cos ß — ä = ist eine 
Gleichung, welche von den Koordinaten x, y eines 
jeden Punktes der Geraden aber auch nur von solchen 
erfüllt wird. 

Ist das Koordinatensystem rechtwinklig, also |ü=90'' — w, 
so ist (? = — (x cos « + 1/ sin ce — ä), und die oben besprochene 
charakteristische Gleichung lautet dann: 

X cos K -|- ?/ sin « — ö = 0. 
Äufg. 1. In einem rechtwinkligen System sei eine Gerade 
durch d = 2, cos a ^ f , sin a ^ ■} bestimmt. Welchen Ab- 
stand von ihr hat der Punkt (— 3, 5)? Interpretiere das 
Zeichen. 

Aufg. 2, Welcher Gleichung genügen die KoordinLiten 
eines jeden Punktes der vorhergehenden Geradon? 

Äufg. 3. Liegen die Punkte (1, t); (— 2, (J); (3, - 2) 
auf der Geraden';:' 

Aufg. 4. In welchen Punkten trifft die Gerade die Achsen 
unJ die beiden Winkelhalbierenden derselben? 

g 15. Übergang von einem rechtwinkligen Acheensystem zu 
«inem schiefwinkligen. 
Durch den Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordi- 
natensystems seien awei Strahlen Ox' und Oy' gezogen, welche 
wir als die positiven Richtungen eines schiefwinkligen Koordi- 
natensystems auffassen wolleu. Ox' und Oy' mögen mit der 
positiven Richtung der a;-Aebse die Winkel a und ß bilden. 
Die Koordinaten eines beliebigen Punktes P seien in Beaug 
auf das rechtwinklige System OM = x, MP=y, in Bezug 
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auf das scldefwiuliüge System OW'^x', ili"'P = y'. Mau 
Süll den ZiLSüiniueuliang zwisclien den rechtwinkligen und den 
schiefwinkligen Koordinaten von P an- 
geben. Aus der Figur folgt: 
x = OM=OQ-\- qm^OQ -\-M'R, 
y = MP=ME + iJP = QM' -\- IIP. 
Die reclitwinkUgen Dreiecke OQM' 
__^ mit dem Winkel a bei und M' BP 
mit dorn Winkel ß bei M' lassen aber 
tnneu, dafs: 

OQ ^x' t»iia, QM'-^x'^hia, 

M'E^y' cos ß, BP^^if sin ß 

Es ergeben sich daher die TraDsforuialionsfocuiehi: 




(1) 



x = x cos K + y coaff, 
y = x' sin a -\- y' sin ß. 
i'ür ^ = 90« + « ist das System Ox', Oy' auch ein recht- 
winkliges und man erhält dann: 

X -^ x' C03 K — w' sin « , 

(2) , . , , ' 

' y = X %\-a. a. -\- y üü^a. 

Aufg. 1, In einem rechtwinkligen Achsensystem mögen die 
Kuordinateii eines Punktes der llelation ^ ■\- y' ■^=^ r^ genügun. 
In welche andere Relation verwandelt sich diese, wenu man 
als neue Aclisen Ox' und Oy' die Winkelhalbierendeu der 
alten Achsen wählt? (Da a = 45", so hat mau einfach: 



zu setzen.) 

Aufg, 2. In einem rechtwinkligen System mögen die 
Koordinaten eines Punktes der Eelutiou 'J? — y^ = (0 geniigen. 
In welche andere Relation verwandelt sich diese, wenn man, 
wie bei der vorhergehenden Aufgabe, wieder die Winkel- 
halbierenden als neue Achsen wählt? 

Aufg. 3. In einem rechtwinkligen Achsenaystom mögen 
die Koordinaten eines Punktes der Relation -a -|- I7 = 1 ge- 
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ULigoii. Mail willilö ein neueH seliief winkliges Auhhcii Kystom, 
tiesscn Winkel a und ß durch die llelatiou; 

mit einander verbunden sind. Zeige, dafs die zwiacben x nnd 
y bestebende Gleichung in -rä + pr = 1 übergeht, inaofern 

zui' Abkürzung — ^ 1 =-^— = — r-j , — ^ 1- r^-- =^ j-tj gi- 

setÄt wird. 



Zweites Kiipitel. 
Die gerade Liiiic. 

§ Iti. ÜBfimtion. der öleicliuiig einer Gecaduii. Üie Gerade 
sei bestimmt dnreli awei Punkte. 
Wir sahen in § 12, dafs wenn in einem rechtwinklig ea 
Koordinatensystem eine Gerade durch zwei Punkte P^ und Pg 
gegeben ist, allemal eine Gleicbung, nämlich: 
(1) 'x{y^ — y^ — y{x^ — x^ + x^y^ — x^y^ = 

existiert, welche befriedigt wird von den Koordinaten x, y eines 
jeden Punktes P der Geraden und nur von diesen. Die geo- 
metrische Bedeutung dieses Satzes ist dabei die folgende: Die 
linke Seite der Gleichung stellt den doppelten Flächeninhalt 
des Dreiecks P^F^l' dar und wird daher allemal aber auch 
nur dann verschwinden, wenn der Punkt P auf der (Geraden 
PiF^ liegt. Sonst hat die linke Seite der Gleichung immer 
einen von Null verschiedenen Wert und zwar einen positiven 
für alle Punkte auf der einen, einen negativen für alle I^unkte 
auf der andern Seite der Geradon P^P^. 

üa bei schiefwinkligen Koordinaten in der Formel füi- 
den Flächeninhalt des Dreiecks nur der l''aktor sin w hinzu- 
tritt, so gelten alle auf die Gleichung (1) bezüglichen Be- 
merkungen auch für schiefwinklige Systeme, 

Durch die Gleichung (1) werden also (bei jedem beliebigen 
Koordinatensystem) alle Punkte der Geraden PiP^j licharf unter- 
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schieden vu.ii allen audeni Punkten der Ebene; wir nennen aie 
dalier die Glüichang der Geradun, indem wir definieren: 

Unter der Gleichung einer Geraden verstehi man 
eine Gleichung zwischen zwei Unbekannten x und y, 
welche erfüllt wird von den Koordinaten eines jeden 
Punktes der Geraden und nur von diesen. 

Da jede Gerade durch awei ihrer Punkte bestimmt 
werden kann, so hat also jede Gerade eine Gleichung. 
Es ist damit aber noch nicht gesagt, dafa jede Gerade nur 
eine Gleichnng besitze. In der That konnten wir ja die 
Gerade ebenso gut durch zwei andere auf ihr gelegene Punkte 
P' und F" mit den Koordinaten x', y' und x", y" bestimmen 
und erhielten als Gleichung derselben Geraden die Gleichung: 

^{y' — V") — V(^' — ie") -\- x'y" ~ x"y' = 0, 
die von (1) verschieden ist. Vorläufig werden wir daher einer 
jeden Geraden unzählig viele Gleichungen zusprechen müssen. 
Wir kommen darauf noch zurück. 

Man kann die Gleichung (1) der Geraden P^ Pg auch 
ganz direkt ableiten. Aus der Figur cies § 9 lesen wir näm- 
lich immittelbar für jeden Punkt P der Geraden F^Fi und 
nur für einen solchen die Proportion ab: 

oder : 

m y~ y^ = y^ ~~ y' 

woraus aber durch leichte Reduktion die Gleichung (1) her- 
vorgeht. 

Aufg. 1. Wie heifst die Gleichung der durch (2, — 'S); 
( — ■ 4, 1) gehenden Geraden? Liegt der Punkt (1, 4), oder etwa 
der Anfangspunkt auf der Geraden? 

Aufg. 2. Wenn Pg mit zusammenfällt, so heifst die 
Gleichung der Geraden OF^: xy^ — yxi = oder — = y-- 
Weise dies direkt nach an Hand einer Figur. (§ 5, Aufg. 5.) 

Aufg. 3. Durch passende Wahl von P, findet man aus 
Aufg. 2, dafs die Gleichungen der ic-Aehse, der y-Ächse und 
der beiden Winkelhalbierenden resp. sind: 

y = 0, x = 0, a; — ?/ = 0, a; + i/ = 0. 
Beweise dies direkt. 
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Äufg. 4. Ist Xj = «a = «, wiLreiid y, uiul y^ yoii oiu- 
ander verschieden sind, so lieifst die Gleichung von I\P^: x = a. 
Ist ebenso J/i = »/b = i, x^ ^ X2, so erhält man 1/ = &. Zeige 
dies direkt. 

Aufg. 5. Ein Dreieck ist gegeben durch {2, 3); { — 4, 1); 
(2, — 3); wie heifseii die Gleichungen der drei Seiten? 

Aufg, 6, Ein Dreieck ist gegeben durch die drei Punkte 
(^1) yi)i (^31 Vi)] (%i Hr)- Beweise, dafs die Gleichungen der 
drei Mittellinien lauten: 

«(2yi—S'ä—ys)—J'(2^i— '%—%)+ ^iJ'2—%?/i+*i?/3—'J^3?/i=0, 
a'CSj/a— »*B— 1/,)— »/(2a;s, — ajg— aJ^+a^aya— a^gj/a+a^aj/i— a;^i/2==0, 
a:(2»/s—«/i-i/a)—i/(2(e8—a;i—3^)+%Sfi-fl;,;/3'f-%Sf,— 0^1/3=0. 
Beachte den Umstand, dafs durch Addition der drei Gleichungen 
die linke Seite identisch veraehwindet. Berichte ferner, dafs 
die beiden letzten Gleichungen aus der ersten durch cykliache 
Vertauschung der Indices hervorgehen (g 11). 

Aufg. 7. Finde für das Dreieck von Aufg. 5 die Glei- 
chungen der Mittellinien. 

Aufg. 8. Geht die Gerade (3, 4); (— 2, - 5) durch den 
Anfangspunkt? Liegen die Punkte (1 , .5) und (— G, - 2) 
anf derselben Seite der Geraden? 

§ 17. Fortsetzung. Die Gerade sei bestimmt durch ihren Ab- 
stand vom Anfangspunkt und deu Winkel, den dieser mit der 
a;- Achse bildet. 
Da man ein und dieselbe Gerade auf die verschiedensten 
Arten bestimmen kann, so wird man auch die verschiedensten 
Gleichungen für dieselbe Gerade erwarten. Sei k. B. in einem 
beliebigen Koordinatensystem eine Gerade, wie in g 14, durch 
ihren Abstand S vom Anfangspunkt und den Winkel « be- 
stimmt, den d mit der positiven Richtung der a:-Achse ein- 
schliefst. Dann war der Abstand d eines beliebigen Punktes 
{x, y) von der Geraden (a, S) gegeben durch: 
(? = — (x cos tt -j- y cos ß — S), 
insofern ß =^ tu — a den Winkel bedeutet, den 8 mit der posi- 
tiven (/-Achse einsclüiefat. Dieser Ausdruck l'iJr d i.it positiv 
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für alJu Punkte, die auf derselben Seite der Geraden liegen, 
wie der Anfangspunkt, negativ für alle Punkte auf der ent- 
gegengesetzten Seite und versehwindet seiner geometrischen 
Bedeutung entsprechend allemal aber auch nur dann, wenn 
der Punkt (x, y) auf der Geraden («, d) liegt. Die Gleichung: 

(1) a; cos ß + y cos ^ — 3 = 

ist daher als die Gleichung der Geraden (a, S) zu bezeichnen: 
Bedeuten x, y die Koordinaten eines beliebigen Punktes 
der Geraden, so wird die Gleichung erfüllt; bedeuten x, y 
dagegen die Koordinaten eines Punktes, der nicht auf der 
Geraden liegt, so ist die linke Seite nicht gleich Null, son- 
dern bedeutet den mit dem entgegengesetzten Zeichen ver- 
sehenen Abstand des Punktes {x, y) von der Geraden (a, S). 
Für rechtwinklige Koordinaten lautet die Gleichung der 
Geraden (a, iJ): 

(2) X cos a + ysin« — d = 0, 

Aufg, 1. In einem rechtwinkligen System sei eine Gerade 
durch 3 = 7, cos « = — |-, sin a == -f gegeben. Wie heifst 
ihre Gleichung? Liegt der Punkt (— 1, 8) auf der Geraden? 

Änfg. 2. In welchen Punkten trifft die vorhergehende 
Gerade die Achsen und die Wmkflbilbierenden derselben? 

§ 18. Fortsetanng. Die Gerade ^ei gegeben durch die 



"Bezeichnet man die Abhchnitte OA und OB, welche eine 
Gerade mit den beliebig gewählten Koordinatenachsen bildet, 
j,,.jj ^i, mit a und h und haben a, ß, S die 

frühere Bedeutung, so lehrt, die Pigur 
unmittelbar, dafs: 

COS ß = — , cos {'-= j 

ist. Führt man diese Wert.e in die Glei- 
chung der Geraden: 

X cos « + y cos ß -— 3 = 
so kommt: 
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Da dio linlse Seite von (2) sich von der linken Seite von (1) 
nur durch den von Null vorachiedenen Faktor S unterscheidet, 
ao genügt jedes Wertepaar, welches der Gleichung (1) genügt, 
auch der Gleichung (2) und umgekehrt. Die Gleichung (2) 
ist daher ala die G-leichung der durch ihre Achaen- 
abschuitte a und h bestimmten Geraden aufzufassen. 

Aufg, 1. Welche Form nimmt die Gleichung der Geraden 
an, wenn einer der Achsen ab schnitte a oder h unendlich grofs 
■wird, d. h. wenn die Gerade einer der Achsen parallel ist? 

Aufg. 2. Wie heifsen die Gleichungen der vier Geraden 
mit den Achsenahachnitten a, a; — a, a; — a, — a; a, — a? 

Aufg. 3. Wähle auf der Geraden AB einen beliebigen 
Punkt P mit der Absciase OM^^x. Leite die Gleichung: 

^ + T=l 
direkt aus der Proportion OA:OB = MA : MF ab. 

Aufg. 4. Wie heifst die Gleichung der Geraden mit "den 
Achsenabsclmitten — 7 und 3? 

§ 19. Fortsetzung. Die Gerade sei gegeben durch einen Punkt 
und den Winkel, den sie mit der positiven Richtung der 
3;-Aehse bildet. 
Wir betrachten zunächst den Specialfall, dafs der gegebene 
Pankt der Anfangspunkt sei. Die Gerade 
bilde mit der positiven Richtung der ; ' 

3;-Achse den Winhel 9) (§ 8) und dem- '/ 

nach mit der positiven Richtung der / ^' 

j/'Achse den "Winkel w — ip = ip. Aus / .-^''"/ 

der Figur folgt dann für jeden Punkt /ia.-^ 

P der Geraden aber auch nur für —f^-^- ^h — -5^ 

einen solchen die Gleichung: ' 

M.V_ y_ ^ sin cp _ BJ D cp _ 

ÖM m sin ifi ■ sin (w --- qi) 
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Um mm di« Glmclnmg der <lurch einen beliebigen Piiuld, 

P^ gehenden (reraden, welche mit der positiven Eichtoiig der 

a;-Ächae den. Winkel <p ciuacliHefst, 

zu finden, legen wir dnrch P^ mit 

ilen Koordinaten x^, y^ ein nsueB 

Koordinatensystem parallel und 
gleichgerichtet mit dem alten. 
' Ein beliebiger Punkt P der ge- 
gebenen (leradeu, dessen alte Koor- 
dinaten x, y sind, hat dann die 
neuen Koordinaten x' = x — x^, 
y' = y~~y^ und für diese bestellt, 
da w und tp in dem neuen System dieselben sind wie in dem 
alten, die Gleichung y' = ^x'. Daraus folgt aber, indem man 
zu dem alt.en System ziiriickkehrt: 

(2) s _ ,, _ ^(j; - a,J. 

Dieses ist daher die gesuchte Gleichung der durch P^ 
und ip resp. (t definierten Geraden. 

Liegt insbesondere P, auf der Ordinatenachse , so ist 
aij = und jJi gleich dem Äbaehnitte, den die Gera.de mit der 
Ordinatenachse bestimmt. Bezeichnet man denselben wie früher 
mit &, ao ist: 

(3) y = ^X'\-l 

die Gleichung der durch ihren Abschnitt auf der 
Ordinatenachse und ihre Richtung bestimmten Ge- 
radon. 

Man bezeichnet den m den drei Gleichungen (1), (2) und 
(3) als Faktor von x aufireteudpu Koefficienten nämlich: 



als den ßichtungskoefficienteu der betrefTenden Geraden. 
In demselben .Koordinatensystem haben dann parallele Geraden 
gleiche Richtungsfeoefficienteu. Um denselben für eine durch 
zwei Punkte Pj und Pg bestimmte Gerade zu finden, kann 
man von der Bemerkung ausgehen, dafs die durch P, und den 
llichtung&koefficienten fi charakterisierte Gerade die Gleichung: 
.'/ — !h = ii{x~x^) 
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besitzt, Soll die Gerade abei- auch iiocli durch P^ hindurch- 

■ Gleichung 
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Die Gleichung der durch P^ und P^ gehendeu Geraden 
liaiin daher auch in der Form: 

(fO ?/ -' y, = ~f-~ (^ - O 

und ebenso auch in der Form: 

(") 'j-t,- 1^ (« - ■«.) 

geschrieben werden. (Vergl. § 16, Gl. (2).) 

Ist das Koordinatensystem ein rechtwinkliges, so folgt 
aus sin (w — 9) = sin (90" ~ y) == cos gj, da['s: 
(7) ^ = H9 

ist. 

Aufg. 1. Bestimme in einem beliebigen Koordinaten- 
system die Gleichungen der durch (2, — 5) gehenden Geraden, 
welche a) den Achsen, b) den Winkelhalbierenden parallel sind. 

Aufg. 2. Leite Gleichung (4) direkt aus der entsprechen- 
den Figur ab. 

Aufg. 3, Beweise, dafs nicht nur jede Gerade einen gauK 
bestimmten Bichtungslcoefficienten besitzt, sondern dafs auch 
umgekehrt jede Zahl als Richtungskoefflcient einer gana be- 
stimmten durch Pj gehenden Geraden aufgefafst werden kann. 
Uureh AuHöseu der Gleichung: 

sin 'p 

erhält man nämlich zu jedem (t einen einzigen Wert von tg qo. 
Geraden mit demselben Richtung skoefficienten müssen daher 
parallel sein oder zusammenfallen, 

Aufg. 4. Ein Dreieck ist durch (— 2, - 5); (3, ~ 4); 
(— 1, 2) gegeben. Bestimme die Rieb tun gskoefficienten der 
drei Seiten, sowie die Gleichungen der drei Geraden, weiche 
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durcli die Ecken d^a Dreiecks gelieii und den gegenüberliegen- 
den Seiten desaeibeii parallel sind. 

Aufg. 5. Bestimme die Gleichungen dor drei Geraden, 
welche durch den Änfangsinmlit gehen und den Mittellinien 
des vorhergehenden Dreiecks parallel sind, 

§ 20. Jede Gerade besitzt eine Gleichung von der Form 
J.ai 4- Bi/ + C = und umgekehrt jede Gleichung; dieser Form 
stellt eine Gerade dar. 
Je nach der Bestimmangsart konnten wir für ein und 
dieselbe Gerade unter Voraussetzung eines beliebigen Koordi- 
natensystems die folgenden Gleichungen ableiten: 

o^iVi ~- y^) — yi^i. — «2) + ^iV^ — ^'sVi = **. 

y — yi = —^ (»^ - ^1), 

fl! cos K + y cos (^ 4- -eos -^ - * =-■ 0, 



y ~-y^ = ^{x — x;}, 
y = lix-^h. 
So verschieden nun auch diese Gleichungen (deren Anzahl 
mau noch beliebig vergrofsern könnte, da sich dieselbe Gerade 
aaf unzählig viele Arten bestimmen läfst) auf den ersten Blick 
erseheinen mögen, sie haben doch alle das Gemeinschaftliche, 
dafs jede von ilmen die Gröfsen x und y in der ersten Potenz 
und behaftet mit bekannten Koefficienten enthält und aufser- 
dem noch ein von x und y freies Glied. 

Jede der Gleichungen ist also von der Form: 
Ax + By-\rC=0, 
wo Ä, B und C durch die Bestimmungsart der Geraden ge- 
gebene, also bekannte Gröfsen bedeuten, während x und y keine 
festen Werte haben, sondern in dem Sinne veränderlich sind, 
dafs sie die Koordinaten eines jeden Punktes der Geraden be- 
deuten können. Man nennt aus diesem Grunde x und y auch 
die laufenden Koordinaten. 

Die verschiedenen Gleichungen, die wir für eine und die- 
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selbe Gerade erhalten, unter scliei den sich also nnr durch die 
Werte der Koefflcienten Ä, S, C von einander, die man im 
Gegensatz zu den Veränderlichen x und y auch die Kon- 
stanten der betreffenden Gleichung nennt. Ks drängen sich 
nuD sofort zwei fundamentale Fragen auf; 

L Wenn jetzt durch die verschiedensten Beispiele 
gezeigt ist, dafs jede gerade Linie eine Gleichung von 
der Form Äx -\- By -\- G ^= besitzt, kann dann auch 
umgekehrt jede Gleichung von dieser Form als die 
Gleichung einer Geraden aufgefafst werden? 

n. Wenn man für eine und dieselbe Gerade das 
eine Mal die Gleichung Aa: -\- By ~\- C = , das andere 
Mal A'x + B'y + C = findet, welche Beziehung be- 
steht dann zwischen A, B, G einerseits und A', B', C 
andererseits? 

Um die erste Frage zu beantworten, nehmen wir an, es 
sei eine beliebige Gleichung von der Form Ax-\-By-\-G=Q 
gegeben, wo A, B, C ganz beliebige, positive oder negative, 
gegebene also bekannte Gröfsen bedeuten, die auch zum Teil 
gleich Null sein können. Da die Gleichung zwei Unbekannte 
(c und y besitzt, so giebt es unzählig viele Wertepaare x, y, 
welche ihr genügen; denn man kann der einen der beiden 
Unbekannten einen ganz beliebigen Wert beilegen und erhält 
dann jedesmal durch Auflösen nach der andern Unbekannten 
für diese einen ganz bestimmten zugehörigen Wert. Wir 
wollen nun, indem wir ein beliebiges Koordinatensystem zu 
Grunde legen, jedes Wertepaar, welches der Gleichung: 

(1) Ax + By + C^Q 

genügt, durch einen Punkt repräsentieren und haben dann au 
beweisen, dafs alle diese Punkte eine gerade Linie erfüllen. 
Zu diesem Zwecke nehmen wir zunächst an, in der Gleichung (1) 
sei .6 = 0. Zu jedem y ündet man dann aus Ax + = 
immer denselben zugehörigen Wert x ^= — -j-- Die ent- 
sprechenden Punkte liegen daher alle auf der Parallelen zur 
»/-Achse, welche auf der a;-Achse das Stück — -r abschneidet, 
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und umgekehrt irentigen äie Koordinaten jedes Puölftos dioser 
Parallelen der Gleichung Äx -\- C = 0. 

Ist dagegen B von Null verschieden, hu erliultcn wir 
durch Auflösen der Gleichung (1) nach y: 



(2) y--ii''-B- 

Jedes "Wertepaar x, y, welches der Gleichung (1) genügt, be- 
friedigt auch die Gleichung (2) und umgekehrt. 

Konstruiert man aber jetzt eine Gera.de, deren ilicbl,ungs- 

koeffizient (t = ^ ist (§ 19, Aufg. 3), und welche auf der 

»/-Achse das Stück — w abschneidet, so lautet die Gleichung 

derselben : 

A C 

Da diese mit (2) völlig identische Gleichung allemal 
aber auch nur dann erfüllt wird, wenn x, y die Koordinaten 
einea Punktes jener Geraden bedeuten und da dasselbe folg- 
lich auch von Gleichung (1) gilt, so ist damit bewiesen, 
dafs für jedes beliebige Koordinatensystem jede Glei- 
chung von der Form Äx -^ By -\- G = als die Glei- 
chung einer Geraden aufgefalst werden kann. (Zur 
Abkürzung werden wir im Folgenden häufig eine Gerade durch 
ihre Gleichung benennen und von der Geraden Ax -\- By -\~ (7= 
reden.) 

Zur Beantwortung der zweiten Frage nehmen wir an, die 

beiden Gleichungen Ax^By\-C=<i und Äx-\-By'-\-Cf =0 

stellten dieselbe gerade Linie dar. Wir unterscheiden zwei 

Fälle: 1) £ ^ 0. Dann stellt die erste Gleichung eine Parallele 

zur Ordinatenachse dar, und es mufs daher auch, da die zweite 

Gleichung dieselbe Parallele darstellen soll, 5'= sein, weil 

mau sonst nicht für jedes y dasselbe x erhalten würde. Dann 

, , ^ , C a , Ä G 

folgt aber — -j ^ — ^ oder ■-;, = ^ • 

Bezeichnet man den gemeinschaftlichen Wert dieser beiden 
Brüche mit X, so folgt: 

A^ A'X, B = Sk 
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2) U und folglich ancli B' seien von Null verscliiedco. 
Zu jedem x murs danu aus beiden Gleichungeu daaselbe y sich, 
ergeben, d. h. es mura für jedes x sein: 

B '^ B B'^ ~ B'' 

Für X = folgt hieraus r" = k^ i daher mufs auch für jedes 

X die (Gleichung r- ^^ ^ c* ^ bestehen, d, h. es mufs w = w 

aeiü. Hieraus imd »ua r- = »^ folgt aber ;^ = ^ "= p' ■ ße- 
neichnet man den gemeinschaftlichen Wert die wer ßrüclie 
wieder mit X, so ergiebt sieh; 

Ä^-Ä'X, B = B'X, C=G'X. 
In allen Fällen finden wir also: 

Wenn die beiden Gleichungen ^a; + i^«/ + (^'^ t' 
und Äx + B'y-\-C'='d dieselbe Gerade darstellen 
sollen, so mufs die eine aua der andern durch Multi- 
plikation mit einem konstanten Faktor hervorgehen. 

Umgekehrt ist klar, dafa wenn man die Gleichung einer 
Geraden mit einem beliebigen konstanten Faktor multipliziert, 
die neue Gleichung dieselbe Gerade darstellt wie die alte. 

Aufg. 1. Liegen die Punkte (2, — S); (—1,-4); 
(— 2, 7); (12, 2) auf der Geraden « — 5y = 2V 

Aufg. 2. Welche von deu Geraden %x — by -\- \ -^0, 
y = — Ix -\- 2 , Zx — 5i/ — 6 = geht durch den Punkt 

(i, -A)' 

Aufg. 3. Welche von den Goraden 5a: -j- 3y + 1 = "^j 
2a: + 3j/ = , 4a; — 5i/ + 2 = geht ■ durch den Anfangs- 
punkt ? 

Aufg. 4. Wie heifat die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, dal's der Punkt {x^ , y^} auf der Geraden 
Ax-^By-\-G = Q liegt? 

Aufg. 5. Wenn (%, y^ und (x^, y^ auf der Geraden 
Ax + By + G = liegen, so liegt auch der Punkt 
l^V^TiP"' 14- f ^ ) ^^"' i^*^^^ beliebige X auf der Geraden. 
Beweise dies zunächst durch wirkliches Ausrechnen und gieb 
dann den inneren Grund an. 
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§ 2]. Ableitung dor bpezielleii Forinea der Gleichung einer 
Gemdeii aus der allgemeinen Forin Äx -]- Sy + 6' = 0. 
Aus der aui Ende dea vorigen Paragraplien geniauhttsu 
Bemerkung folgt, dafa die allgemeine Gleichung : 

Ax-\-By-\-a=0 

nur scheinbar drei willkürliche Konstanten enfcltalt; dona da 
die Bedeiitiing jener Gleichung durcli Mulfci].illkiition mit einer 
beliebigon Konstanten, etwa j=i, niclit geänder); wird, ho ist die 
durch Ax -{- By + C = oder -^a; + -^j^+l=^0 dar- 
gestellte Gerade schon vollständig bestimmt, ■wenn man nur 
die Verhältnisse -ji ^^^ 77 kennt. Die Gleichung einer Geraden 
enthält also im Grunde genommen nur zwei willkürliche Kon- 
stanten, die allemal so gewählt werden können, dal's die 
Gerade zwei Bedingungen erfüllt. Die speziellen Formen der 
Gleichung einer Geraden, nämlich: 

1 + 1-1. 

y = lix-\-'b, 
X cos « + '' '^"s ^ — Ä = 
etc biin^tn dies auch deutlich zum Ausdruck. 

Es mufs nun nich dem Vorhergehenden mögHch sein, 

jede dicsei speziellen Foimen duieh einfache Multiplikation mit 

einem konstanten i aktoi aus der allgemeinen Form abzuleiten. 

Bezeichnet man 7 B die Achsen ab schnitte der Geraden 

A) + By -j- C = mit h und % so wird dieselbe Gerade auch 

durch die Gleichung \- ~ — 1=0 dargestellt, und man 

erkennt, daXs die erste Gleichung mit der zweiten durch Multi- 
plikation mit — j,m Übereinstimmung gebracht werden kann. 
Vergleicht man aber jetzt — -^^ x ^ -h V — l'=0 mit 
?. _(_ j^ _ 1 = 0, so findet man: 
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als die Aoliseuab schnitte der .Geraden Ax -\- Jiy + C ■-- 0. 

Natürlich ergiebt sich das gleiclie Kesiiltat, wenn man 
bedeniit, dafs die Schnittpunkte der Geraden Ax -j- By -|- C = 
mit den Achsen dauch die Koordinaten «, resp. 0, & ans- 
geKeiehnet sind. Man setze dalier das eine Mal y --=() und 
löse nach x auf, wodurch sich « '^ « = — -j- ergiebt, das 
andere Mal x =0 und löse nach y aut^ was tm y = b= — ^- 
fflhrt. Man beachte, dafs die Gerade Ax -^ By ■■\' C = 
allemal aber auch nur dann durch den Anfangspunkt geht, 
wenn das absolute Glied C ^ ist. 

Will man ferner den Ilichtungskoeffizienten (t der Geraden 

Ax + By -]- C = bestinamen, ao hat man, wie dies bereits 

im vorhergehenden Paragraphen auseinandergesetzt wurde, nur 

durch 13 zu dividieren, d, h. nach y aufzulösen. Die Gleichung: 

A 

y = _ „ ^ ^ _ 

zeigt dann, dafs: 

und (wie schon bekannt); 

ist. Der Itiehtungsko effizient (i ist also allein von den Koef- 
fizienten A und B von x und y abhängig, nicht aber von 
dem absoluten Gliede. Daraus folgt, dafs Gleichungen, die 
sich nur durch das absolute Glied von einander «nterMcheiden, 
wie etwa 2« — 5?/ + 4 ^ und 2x — by — 3 = pai-allele 
Geraden darstellen (§ 19, Aufg, 3). 

Aufg. 1. Beatimme die Achsenabschnitte und die Rich- 
tung sko effizienten der Geraden 2a; -f- 7 )^ -|- 5 = 0, 2iX-\-4y=^&, 
— öx-\-2y = l,5x — 8y — 2 = 0. 

Aufg. 2. Bestimme die Achsen ab schnitte der beiden Ge- 
raden bx -~ Sy -\- 9 ^ und 56»/ — 303; = 63 und diskutiere 
das Resultat. 

Aufg. 3. Bestimme die Ricbtungskoefflzienten der Ge- 
raden 5« — 7y = 0, 3a; + 8 = 0, 2?/ — 7 == 0, 
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Aufg. 4. Bestimme (i und b ho, (lafs die Gerade y ^^ jix -{-h 
durch die beiden Punkte (a;^, p^)j (a^g, j/^) hindurchgeht und 
konstatiere die Übereinstimmang des Resultats mit § 19, Gl. (Ö). 

Aufg. 5. Bestimme den Ei chtungako effizienten der Ge- 
raden X cos et -\- y cos ß — 9 = und leite das Resultat auch 
geometrisch ab. 

Aufg. 6. Welches sind die Ächsenahschnitte der Geraden: 
^{Vi — Vs) — yi'h — «s) + 3^i2/ä — a^^/i = 0? 

Aufg. 7. Beweise, dafs zwischen Richtungskoeffizicut und 
Achsen abschnitten die Gleichung }* = — —■ besteht. Erläutere 
dies an der Figur. 

§ 22. Fortsetzung. Die Normaltorai. 

Unter Voraussetzung eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systems soll die Gleichung Ax + Sy + (7=^ einer Geraden 
auf die Form x cos a -^ y avaa — d = gebracht werden, 
d. h. man soll den Abstand 8 des Anfangspunlctes von der 
Geraden Ax -\- Sy + C = und den Winkel cc bestimmen, 
welchen dieser Abstand mit der positiven Richtung der a;-Achse 
bildet. 

Nach § 20 mufs es einen Fairtor A geben, sodals: 
A-4 = cos«, Ajö = sinK, AC= -.d' ist. 

Aus den beiden ersten Gleichungen folgt durch Quadrieren 
und Addieren KHA^-{-&)=^l oder l -^ ~ ~^ Nach 

der dritten Gleichung aoll IC negativ sein, also hat man 
überdies der Quadratwurzel das entgegengesetzte Zeichen 
von zu geben. Dann ist also jetzt: 



Unter allen Formen, in denen sich die Gleichung einer Ge- 
raden darstellen läfst, spielt die Form x cos k -j- 3/ sin « — d = 
wegen der geometrischen Bedeutung der linken Seite eine be- 
sondere Rolle. Wir erinnern uns, dafs diese linke Seite alle- 
mal den mit dem enl^egengesetzten Zeichen genommeneu Ab- 
stand des Punktes {x, y) von der Geraden («, ä) daratelltj 
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diese Eigenschaft hatte uns wesentlich zur Einführung des 
Begriffes der Gleichung einer Geraden gedieiit. Man hat daher 
diese spezielle Gleichoogsform a; cos ß + !/ ^i" « — d = durch 
einen besonderen Namen ausgezeichnet und sie die Noruial- 
form genannt. Will mau die Gleichung Ax -{- By ~\- C'=0 
einer Geraden auf die Normalform bringen, so hat man sie 
nach dem Obigen durch "[/ J.^ -1- -^^ ^u dividieren, wo der 
Quadratwurzel das entgegengesetzte Zeichen von G zu geben 
ist. In der Gleichung: 

Va^ + B^ 
welche nuumehi' mit x cos w-j-j/sin« — i5 = völlig iden- 
tisch ist, stellt dann die linke Seite ebenfalls den mit dem 
entgegengesetzten Zeichen genommenen Abstand il des PiinkLcs 
{x, y) von der Geraden Ax -\- By + 6'= dar, d. h. es ist: 



Ax + By -\- C = ~ ä^A^ -\- B\ 
Dadurch gewinnen wir aber eine neue Einsicht in die Be- 
deutung der allgemeinen Gleichung Ax + By + C = eiuer 
Geraden, Es stellt nämlich der Ausdruck auf der linken Seite, 
also Ax -\- By -\- C, den mit — ]/^^ + B^ multiplizierten 
Abstand des Punktes [x, y) von der durch die Achsenabschnitte 
— -j- und — p- oder durch den Riehtungsko effiziente u — ^ 
bestimmten Geraden dar. Dieser Ausdruck Ax + By -j- 
ist daher positiv für alle Punkte auf der einen Seite der Ge 
raden, negativ für alle Punkte auf der andern Seite und ver- 
schwindet allemal aber auch nur dann, wenn der Punkt 
(x, y) auf der Geraden selbst liegt. In dieser Weise tritt die 
eigentliche Bedeutung der Gleichang Ax + By 4- C = einer 
Geraden scharf hervor. Zugleich ist durch das Vorhergehende 
die folgende Aufgabe erledigt: 

Es soll der Abstand eines Punktes (Xg, y^) von 
der Geraden Ax + By + f = nach GrÖTee und Vor- 
zeichen angegeben werden. 

Der gesuchte Abstand ist nämlich: 



d^ - 
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wo iiaüli dem Obigen der Quadrat wurzel das eufcgegen gesetzte 
Zeichen von G zu geben ist. 

Aui'g, l. BringefolgendeGiuidmugen aufdiel^oi'mLilfoi'Di: 
3a _ 4j/ + 7 = 0, 5a; + \.2y — 1 = 0, ^x + 3y + 1 = 
und bestimme daraus die Lage der Gferadeii. 

Aufg, 2. Beatimme für die Geraden 2x -)- 1y = 1, 
öy — 3« = 4, 3 + 4a; + 3«/ = 0, 2a; — öy — 1 = jedes- 
mal den Quadranten, in dem sieh das entsprechende a behndet. 
Änfg. 5. Wie weit ist die Gerade 12^; — 5j/ + 4 = 
vom Anfangspunkte entfernt? 

Aufg. 4. Bestimme die Abstände der Punkte ( — 1, 5); 
(2,-7); (0,1); (1,0); (0,0); (0, ^\-) von der Geradoa: 

63*- 16y + 5 = 
und diskutiere die Vorzeichen. 

Aufg, 5. Welches ist die geometrisclie Bedeutung der 
Ausdrücke : 

16(Co + 63j/o — 2, 3a;o + 8;/„ — 5, x^ — y^, Xf, + y^, 
wenn x^, y^ die Koordinaten eines gegebenen PunJttes sind. 

Aufg. 6. Man bestimme den doppelten Flächeninhalt 
des Dreiecks Pj P^ Pg , welches durch die Koordinaten seiner 
Ecken gegeben ist, dadurch, dafa man die Seite PjP^ mit 
dem von P^ auf sie gefällten Lote multiphziert. Konstatiere 
die Übereinstimmung des ßesultats mit § il. 

Aufg. 7. Drücke die Bedingung dafür aus, dafs der 
Punkt {x^Po) von den beiden Geraden Ax-\- By-j'C=0 und 
Äx -\- £'y -{- C'=0 gleiche Abstände hat. Wo liegen alle 
diese Pmikte und wie kann man demnach das Resultat deuten? 

§ 23. Die Koordinaten des Durehschnittspunktes zweier Geraden 
aus den Gleichungen derselben aii bestimmen. 

Die beiden Geraden seien durch die Gleichungen : 

(1) A,x-\-B,y-^C^=0, 

(2) Aa; + P,y + O,=-0 
gegeben. 
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Die Koordinaten x, y des fecKuittiiunktos & luuaai'u *Ulii 
den beiden Gleieliungeii gleichzeitig genugeo, mau hndet sie 
daher, indem man (1) imd (2) als Gleichungen mit den beiden 
Unbekannten x und y betrachtet und nach diestii auflo&t 

Man erhält: 

~ jl,Bä — Ä^Bj ' ^ ''^ Ä^B^ — A^B,' 
Diese Formeln liefern fiir die Koordiuaten des Schiiittpunlites 
ganz bestimmte endliche Werte, vorausgesetzt, dafa : 

von Null verschieden ist. Hat man aber: 
A^B^~ A^B^'=0, 
während die Zähler von x und y nicht verschwinden, so werden 
X und y unendlich grofs, der Schnittpunkt S liegt im Unend- 
lichen, d. h, die beiden Geraden sind parallel. In der That 
folgt aus ^^jB^ — ^gBj = 0, dafs — ^ = - ^^ , d h. dals 
die Richtungsko effizienten gleich sind. 

Auf g. 1. Die Seiten eines Dreiecks haben die Gleichungen: 
x — t)y^l, 2a: + 3j/ = 4, hx — ?,y + 2 == 0. 
Bestimme die Koordinaten der Ecken. 

Aufg, 2. Diskutiere die Formeln für die Koordinateu 
des Schnittpunktes, falls von den Ausdrücken: 

A,B^~A^B^, B,C^ — B^C,, 0,A^ - C^A, 
einer, zwei oder alle drei veraehwindon. Zeige, dafs wenn 
zwei der Ausdrücke verschwinden, der dritte im allgemeinen 
auch verschwindet, und dafs dann die beiden Geraden zu- 
sammenfallen. 

Änfg, 3. Diskutiere dieselben Formeln für den Fall, 
dafs von den Koeffizienten A^, Bi, 0^^; A^, B^, G^ einer odei' 
mehrere, z. B. ^1^ und A^ oder A^ und B^ verschwinden. 

Aufg. 4. Geht die Gerade x — 3«/ — 7 = durch den 
Schnittpunkt von 2y — 3« == 8 und 4« — 7)/ = 1 ? 
Aufg, 5. Bestimme den Schnittpunkt von: 

6a; — 7)/ + 5 = , 56!/ = 40 + 483; 
und diskutiere das Resultat. 
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Aufg. 6. Beweise j dafs dcsr tlo|ipült(; Iiiluilt ilea dui'ul] 
die Geraden; 

gebildeten Dreiecks dui'cli die Formel : 

IA,(B^G^ — B , g,) + ^ (.B^ 0, - B, Cs) + ^3 jB, G^ — B^J?,)] 

gegeben wird. 

Äiif'g. 7. Bestimme aus den Koordinaten der Ecken des 
Dreiecks l'jPgPg die Koordinaten des Sclinittpunktes zweier 
Mittellinieji (§ 9, Aufg. 3 und 4). 

§ 24. Den Winkel zweier Geraden aus ihren Gleicliuiigoii za 

. unter Voraussetzung reehtwiiLkliger Koordinaten. 

oicbnet man die ganz bestimmten Winkel, welche die 

Goraden jIj a; 4- B^y -{- C^ = und 

A^x 4" B^y + Cg = mit der poai- 

tiveu Richtung der a; -Achse bilden, 

mit 9^ und %, so ist einer der 

beiden Winkel, welclie die Geraden 

miteinander bilden, allemal fp-^ — fi 

oder 9i — g^^, je nachdem y^ grol'ser 

oder kleiner als 9, ist, seine 'l.'au- 

' gentu ist daher entweder Ig (9)3 — ip^ 

oder tg (q>, — <p,) = - tg {<p^ — <py). 

Da aber die Tangente des Nebenwinkels (wegen tg (180° — ■&) 
= — tg *) alsdann gleich tg (q^i — 9)3) oder gleich tg (y^, — <p^ 
ist, so folgt, dafs unter allen umständen \,^{tp,^ — tfi^ 
gleich der Tangente einer der beiden Winliel ist, welche die 
Geraden mit einander bilden. Nun ist: 

oVr^ f\> l + tgqJatßcp, 

Da aber das Koordinatensystem ein rechtwinkliges ist, ao yiud 
tg 91, und tg qig die ßichtungskoeftizieuten der beiden Geraden 
(§ 19, Gl. (7)), also gleich — ^resp. — ^-- Setat man diese 
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Werte in tg (qi^ — g'i) '-^'■^^ so erhUlt man tüi.cIi eiiifachei' 
Reduktion : 

^ / ^ Ä,B^ - A.B. 

tg(9.-fi)=x;^~4.-u;B;- 

Von besonderem Interosse sind die beiden Fälle, für welche 
tg (^3 — ip^ verschwindet resp. unendlich grofs wird. Dann 
sind die beiden Geraden einander parallel resp. zu einander 
normal; und umgekehrt, wenn dies stattfindet, mufs tg (gig— ■ (pi) 
versehwinden resp. unendlich grofs werden. Daraus folgt: 

I. Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dafa die Geraden A^x + ^iV + Cj = und 
A^x 4- B^y -|- Gg =■ einander parallel sind, lautet: 
A^S, - A^B, = 0. 

IT. Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dafs die Geraden A^x + B,y -j- C, ^0 und 
A^x + B^y -\- 0^ = auf einander senkrecht stehen, 
heifst: 

A,A,-\-B,B^^(i. 
Sind die beiden Geraden durch die Gleicliungen y =^= (i-, T, ~\- ?\ 
und y = ^x + ''a gegeben, so findet nian : 

t,g(m — q,) = ^Y"^- 
und die Bedingungen \ und II lauten dann einfacher: 
fii = j(a resp. 1 + ft^ft^ = oder fig =- — -■■ 

Zu beachten ist, dafs die Gleichung AyB^ — ^Bj = resp. 
fij = (tg auch für schiefwinklige Koordinaten die Bedingung 
des Parallelismus ausdrilckt (§ 23), während die Bedingung 
.^jj^a + -^1-^2 ^ resp. 1 -|- ftj f(^ = den rechtwinkligen 
Koordinaten ausschliefslich zukommt. 

Mit Berücksichtigung von § 19 kijnue]i wir T\un sofort 
folgende Aufgaben lösen: 

1) Die Gleichung der Geraden ku bestimmen, 
welche durch den Punkt {Xy, y^) geht und der Geraden 
y = (ta: -j- & parallel ist. 

Da die Parallele ebenfalls den Uichtuiigskoerfi/.ipiiien /i 
besitzt, so lautet ihre Gleichung: 

?! — V, =--= /i (^ - - X,). 
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Diese Lösung gilt für schiefwinklige wie für vechtwinklige 
Koordinaten. 

2) Für ein rechtwinkliges Koordinatensystem die 
Gleichung der Geraden zu bestimmen, welche durch 
den Punkt (x^, y,) geht und auf der Geraden y = fix-{-i 
senkrecht steht. 

Da der Riehtungskoefflzient der gesuchten Norraalon gleich 
sein mufs, so lautet die Gleichung derselben: 

y — v, = — -} (« — «i)- 

Tst die gegebene Gerade durch die Gleichung Ax -\- 2?y + (7="0 
dargestellt (also (i = — ^1, so ergehen sich für die l'arallele 
und die Normale die Gleichungen: 

A{x-~x,)-\-B{y-y^)=0, 

B(x - X,) ~ Äiy - y,) = 0, 
von denen die erstere für beliebige, die letztere ausschliefslieb 
für rechtwinklige Koordinaten gilt. Die Gleichung der Nor- 
malen kann man auch in der Form — -3—^ = — ^— *- schreiben. 
Es ist von praktischem Werte sich zu merken, dafs die 
Gleichung irgend einer Parallelen oder irgend einer Nor- 
malen der Geraden Ax -f- -Sj/ ■\' C = Q sieh allemal in der 
IVonn : 

Ax^By^C'^Q rcsp. 

darstellen läXst. C und C sind dann noch unbekannte Kon 
stanten, die dadurch bestimmt weiden können, dafs mau die 
Parallele resp. die Normale noch einei weiteten Bedingung 
unterwirft, z. B. durch einen festen Punkt zu gehen Oft iber 
ist die Bestimmung von G und ( y\\ nieht ^cloidert und 
dann hat man in den ange,febeneu Gleichungen 6otoit die 
fertigen Losungen. 

Bei den folgenden Aufgaben aollen rechtwinklige Koordi- 
naten vorausgesetzt werden. 

Aufg. 1, Man zeige direkt, dafs für zwei auf einander 
senkrecht stehende Geraden f*^ = — — ist. 
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Aufg. 2. Bestiuirae die Wiükel des Dreiocka {9,, 5); 

(~ 1,4); (3,2)- 

Aufg. 3. Bestimme die Gleichung der Geraden, welclie 
durch den Anfangspunkt geht und zu 2x — Tj/ -|- 11 == 
parallel ist. 

Aufg. 4. Die Gleichungen der Seiten eines Dreiecks seien 
2x-^7y — S^0, y — ^x+l^G, 3x ■— 4j/ + 2 = 0. 
Wie heifsen die Gleichungen der drei Geraden, welche durch 
die Ecken des Dreiecks gehen und den Gegenseiten parallel 
sind? 

Aufg, 5. Bestimme die Gleichungen der drei Höhen des 
Dreiecks (1, 2); (3, — 4); (~ 2, — 5) und die Koordinaten des 
Schnittpunktes von je zwei Höhen. 

Aufg. 6. Bestimme für dasselbe Dreieck die Gleichungen 
der Senkrechten in den Mitten der Seiten und die Koordinaten 
des Schnittpunktes von je zweien derselben. 

Aufg. 7. Beweise, dafs die Gleichungen der drei Höhen 
lies Dreiecks (a^^, y^); {x^, y^); (x^, y^) lauten: 

(x — x^) (x^ — x^) + (y — yO {y.i — y,) = , 

{x — a^) (x^ — Sj) + (2/ - y^) (j/3 — yO = 0, 

(x — xs) (aij — «a) + (2/ — 1/3) O/i ~ y^) = 0. 

Beachte die cyklische Vertauschung sowie den Umstand, dafs 

durch Addition der drei Gleichungen die linke Seite identisch 

verschwindet. 

Aufg. 8. Beweise, dafs die Gleichungen der drei Senk- 
rechten, die man in den Mitten der Seiten eines Dreiecks auf 
denselben errichten kann, lauten: 

xix^ — x^) + y{y2 — 4/,) ~ i {x^^ — %') — 4 W ~ y/) = 0. 

(Die beiden andern erhält man durch cyklische Vertan schung.) 
Durch Addition der drei Gleichungen erhält man wieder iden- 
tisch Null. 

Aufg. 9, Bestimme die Gleichung der Senkrechten, welche 
man von (x^ , j/^) auf die Gerade x cos « + ?/ sin a — ^ = 
fällen kann, den Fufspunkt dieser Senkrechten und dessen 
Entfernung von (x^, y^). 
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Äufg. 10. Die fileichmigeji der beideu Ueraden zu er- 
mitteln, welche durch (3, — 5) gehen und die Gerade: 

7^ + 2?/- 4 = 
unter 45" schceiden, 

§ 25, Die Bedingung zu flnden, unter weloher sieh die drei 

Geraden Ä^x + B,y + c; = 0, J^x + B^y + C, = und 

Ä^x + B^y + Gs = in einem Punkte schneiden, 

Damit die drei Geraden durch einen und denselhen Punld; 
gehen, ist notwendig und hinreichend, dafs die Koordinaten 
des Schnittpunktes der beiden ersten Geraden (§ 23) der 
Gleichung der dritten Geraden geniigen. Man findet da.her die 
gewünschte Bedingung in der Form: 

oder anders geordnet: 

Äi(B^O,-BsC,)-i-B,{C^A^ ~ C^A,)-j-C,{A,B^~A.,B,) = 0. 
Es läfst sieh aber noch ein anderes Kriterium angeben, welches 
in vielen Fällen leichter zu handhaben iat. 

Angenommen nämlich, es sei möglich, drei von Null vor- 
Rchiedene Multiplikatoren Aj, Ag, Ag so zu bestimmen, dais in 
dem Ausdruck : 

IMi^ + Bi«/ + C,) + ?.,{A,x + .B,?/ + CQ 

den wir auch in der Form: 

(Ai^i + X^^A^ + ^3^3) X + (Aiß, + l.,B., -I- A3 7^)7/ 
+ (AiC, +AaC2 + A3C,) 
schreiben können, die Koeffizienten von x und y und das ab- 
solute Glied gleich Null werden. Dann verschwindet der Aus- 
druck (1) offenbar identisch, d. h. für jedes Wertepaar x,y. 
Dafs dieser Fall eintreten kann, haben wir schon an den ver- 
schiedensten Beispielen gesehen (g 16, Aufg. 6; § 24, Aufg. 7 
und 8, dort war jedesmal A^ = Zg = ^^ = l; bei Aufg, 1 des 
gegenwärtigen Paragra.phen ha.t raa.n Aj = Aj, = 1, A^, = - - 1 
zu wählen). 
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Wir behaupten mm: 

Wenn es möglich ist, drei von Null verscJhiedene 
Multiplikatoren l^, Ag, A3 so zu bestimmen, dafs der 
Ausdruck: 

identisch verschwindet, so gehen die drei Geraden 
durch einen Punkt. 

In der That, weun der angegebene Ausdruck für alle 
X und y verschwindet, so verschwindet er auch für die Koor- 
dinaten Xf,, y„ des Schnittpunktes cler beiden ersten Geraden. 
Für diese Koordinaten verschwinden aber die Faktoren von l^ 
und Aa für sich, also mufs ^^{A^x^ -{- B^% + C3) = sein 
und da A^ nicht Null ist, so folgt A^x^ + B^y„ + 0, = 0, 
d. h. der Schnittpunkt der beiden ersten Geraden liegt auf der 
dritten. 

Mit Benutzung dieses Kriteriums folgt jetzt aus den oben 
erwähnten Beispielen, dafs in jedem Dreieck die Mittellinien 
(§ 16, Aufg. 6), die Höhen (§ 24, Aufg. 7) und die Senk- 
rechten in den Mitten der Seiten (§ 24, Aufg. 8) sich in 
einem Punkte schneiden. 

Aufg. 1. Untersuche durch Anwendung beider Kriterien, 
ob sich die Geraden Sx~6y — 1 = 0, 7a; + 2i/ ~ 4 = 0, 
10a; — 3^ -— 11 ^ in einem Punkte schneiden. 

Aufg. 2. Löse dieselbe Aufgabe für die Geraden: 
a;_2i/==0, Sx + 6y = 0, 2x -- ly -\- fi -^ 0. 
Aufg. 3. Diskutiere die Formel § 23, Aufg. 6 für den 
Fall, dafs Zähler oder Nenner verschwinden. 

Aufg. 4. In welcher Beziehung stehen die drei Geraden 
des Textes zu einander, wenn: 

J,(A« + J*,!/ + 0,)+J,(Aa!+B,»+C,) + l»C4,«+^.S + C.) 
identisch verschwindet und einer oder mehrere der Multipli- 
katoren gleich Null sind? 

Aufg. 5. Bestimme aus den Koordinaten der Ecken 
eines Dreiecks die Koordinaten des Höhenschnittpunktes und 
des Mittelpunktes des umschriebenen Kreises. 

Aufg, 6. Man beweise, dafs die Mittellinien eines Drei- 
ecks mit den Seiten CB = a, 04 = &, AB = c sich in einem 
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Pimlvte schneiden, indem man CB als 3;-Achse und CA als 
j/-Aehse eines schiefwinkligen Achsensystems wähle. 

§ 26. Die Gleichung einer Creraden au finden, welelie durch 

den Schnittpuiikt der lieiden Geraden A^x + JJ,y + Cj ^ 

und A.^x -f- B^y -f. C^ = Mndurohgeht. 

Das im vorhergehenden Paragraphen entwickelte Kriterium 
führt unmittelbar zur Lösung dei- Aufgabe. Man erkennt, 
leicht, dafs jede Gerade, welche durch den Schnittpunkt der 
beiden gegebenen hindurchgeht, sich durch die Gleichung: 

(1) A^x + B^y + Ol ~li {A^x + B^y + G^) = 

darstellen läfst, wo & eine beliebige Konatanto bedeutet. 

Denn zunächst stellt diese Gleichung, weil in x und y 
vom ersten Grade, überhaupt eine gerade Linie dar, sodann 
wird die Gleichung durch die Koordinaten des Schnittpunktes 
der beiden gegebenen Geraden befriedigt, weil fiir diese Koor- 
dinaten A^x -\- Biy -\- Ci und A^x -\- B^y -\- C^ einzeln ver- 
schwinden, und endlich kann, man durch passende Wahl von 
Tt bewirken, dafs die durch (1) dargestellte Gerade noch durch 
einen beliebigen Punkt (a;^, y^ hindurchgehe, Man hat dann nur 
^ = ' " , p'^" , -—■ zu setaen. Oder man kann auch /e so 
wählen, dafs die Gerade (1) einen vorgeschriebenen ßichtungs- 
koeffizienten besitzt. 

Die Verhältnisse gestalten sich noch etwas übersichtlicher 
durch Einführung einer abgekürzten Bezeichnung. Wählt man 
nämlich für A^^x + B^^y -\- G^ (nur der Kürze halber) die Be- 
zeichnung Gj, ebenso für A^x -\- B^y -{- C^ die Bezeichnung 
Gj, so kann man sagen: 

Jede durch den Schnittpunkt von G-, == und 
(Ja -= gehende Gerade besitzt eine Gleichung von 
der Form G^ — ÄGg = und umgekehrt jede Glei- 
chung dieser Form stellt eine durch den Schnittpunkt 
von Gj ^ und G^ ^ gehende Gerade dar. 

Aufg. 1. Zeige, dafs wenn man h alle Werte von - — ^ oo 
bis + ''^ beilegt, man sämtliche durch den Schnittpunkt der 



y Google 



— 51 — 

beiden gegebenen Geraden gehenden Strableii erhält (ein so- 
genanntes Stralilenbüscliel). 

Aufg. 2. Beatimme die G-leichung der Geraden, die den 
Schnittpunkt von 2x — 7j/ -f 11 ^ und bx -\- Zy — 1 = 
mit dem Punkte (— 2, 3) verbindet. 

Aufg. 3. Bestimme die Gleichung der Geraden, die den 
Schnittpunkt von A^x-{-B^y+C^=0 und A^x-i-S^y-\-Cs=0 
mit dem Anfangspunkt verbindet. 

Anfg. 4. Bestimme die Gleichung der Geraden, welche 
durch den Schnittpunkt von AjX + li^y + Oj = und 
Ä^x + -Bgj/ -\~ C2 = hindurchgeht und zu der Geraden 
AgX + B^y + G, = parallel ist. 

Aufg. 5. Bestimme die Gleichung der Geraden, welche 
den Schnittpunkt von: 

^,a; + -Bii/ + 6\ = und yl,,« + JJ^?/ + Cg = 
mit demjenigen von: 

A^'x + B^'y + 0,'-= und A.;x + B,'?/ + 6'/= 
verbindet. 



§ 27. Die (jleiehuiigen der Wiiikelhalblerendon xwcier Geradeii 
zu finden. 
Unter Voraussetzung rechtwinkliger Koordinaten mögen 
die Gleichungen der beiden Geraden in der Normalform ge- 
geben sein und heifseu: 

X cos «1 + !/ sin K^ — ■ d\ =^ 0, 

Wir wollen die linken Seiten der beiden Gleichungen aur Ab- 
kürzung mit (/i resp. g^ bezeichnen. Es ist dann (/-^ der mit 
dem entgegengesetzten ZeicJien genommene Abstand des Punktes 
(x, y) von der ersten Geraden und ebenso g^ ^^^ ^^^ "i^m ent- 
gegengesetzten Zeichen genommene Abstand des Punktes (x, y) 
von der zweiten Geraden. Die HalbierungsUnie desjenigen 
Winkels der beiden Geraden ft ^ und p'3 = 0, in welchem 
sieh der Anfangspunkt befindet, ist dann dadurch aus- 
gezeichnet, dafs jeder Funkt (x, y) derselben von den beiden 
Geraden auch hinsichtlich des Vorzeichens gleiche Abstände 



y Google 



besitzt Für jeiluji Punkt (rc, y) ilieser Ua.lhierungslüiii! iiiiil 
nur für einen solchen ist daher: 

9i = ßi 
oder ausführlicher: 

X cos «, + J/ ^J"^ **! — öl ^ X cos Kg -j- j/ sin Kj — d^ 
und diea ist daher die Gleichung der betreffenden Hiilbiemnga- 
liiiie. Die Punkte der andern, darauf senkrecht stehenden 
Halbierungslinie aber haben allemal entgegengesetzt 
gleiche Abstände von den beiden gegebenen (Icraden, für sie 
ist jedeamal: 

und folglieh lautet die Gleichung dieser zweiten Winkel- 
halbierenden: 

X cos cti -{- y sin K, — (Jj = — (x cos CC2 -\- y sin a^ — S^). 
Behalten wir die abgekürzte Bezeichnung bei, so können 
wir also die Gleichungen der Winkelhalbierenden 
der beiden Geraden */i = und 9^ .^ in der Porm 
schreiben: 

g^~ff^=^0 und ff, -\- S^ -= 0. 

Aufg. 1. Die Seiten eines Dreiecks seien durch die 
Gleichungen ; 
X cos ffj + »/ sin «1 — d, = , X cos «a + ?/ sin a^ -- d^ = , 

a; cos «3-1-1/ sin «3 — ^8 = 
oder abgekürzt durch g^ =' 0, y^ = 0, ^3 = gegeben. Mimmt 
man den Anfangspunkt im Innern des Dreiecks an, so heifsen 
die Gleichungen der Halbierungslinien der Dreieckswinkel: 

und der Halbierungslinien der entsprechenden Aufsenwinkel : 

Addiert man die drei ersten Gleichungen (man habe immer 
vor Augen, welche Ausdrücke ^^, g^, g^ resp. bedeuten), so 
erhält man identisch Null, d. h. die drei Halbierungslinien der 
Dreieckswinkel gehen durch einen Punkt. In ähnlicher Weise 
kann man aber auch z. B. aus den Gleichungen: 

S's-J73 = 0, j^a + iy, = 0, j/^ + r,^ = 
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(indeoi man sie resp. mit 1, 1,-1 multipliziert uud aildiorl;) 
identisch Null erhalten nnd so den Satz beweisen: Die Halbie- 
rungslinien je zweier Aufseawinkel und des eutsprecliondeu 
dritten Dreiecks winke Is treffen sieh iu einem Punkte. 

Aufg, 2. Bestimme (durch Reduktion auf die Norinal- 
form) die Gleichungen der Halbierungslinien von: 

iw— 3^^2 = und 5«/ + 12« + 3 = 
und zeige, dafs sie auf einander senkrecht stehen. 

Aufg. 3. Löse diesellje Aufgabe für die Geraden: 

ij^^fi^x + h,, y = n.^x-i-h,. 
Aufg. 4. ZeigGj dafe die Gleichungen der Winkeihal Gie- 
renden der Geraden: 

Ä^x + U^y + C, = und A^x + B^y + C, = 
bicli in der Form: 

darstellen lassen. 

Aufg. 5. Unter Benutzung derselben Bezeichnungen und 
Voraussetzungen wie in Aufg. 1 ist zunächst einzusehen, dafa 
(7j -j- ^g -|- ^3 = die Gleichung einer Geraden ist, welche 
durch den Schnittpunkt von 3i == und ff^-\' g^ = hin- 
durchgeht (§ 26). Daraus ist dann folgender Satz leicht ab- 
zuleiten: Die Halbierungslinien der drei Aufsenwiukel eines 
Dreiecks schneiden die gegenüberliegenden Seiten in dre 
Punkten, welche in derselben Geraden liegen. Die Gleichung 
dieser Geraden ist gi -{- S^ -\- ff^ = 0. 

Aufg. 6. Ebenso ist zu zeigen, dafs ffi — g^ — S'a = 
die Gleichung einer Geraden ist, welche durch den Schnitt- 
punkt von ^1 = und ^a + ö'b ^^ ^r ^^^^' ^i^ch durch den 
Schnittpunkt von Jf^ = und g^ — ^i ^0 und endlieh auch 
durch den Schnittpunkt von (/^ =■ und g^ — §^='0 hin- 
durchgeht. Dies führt zu dem Satze: Die Halbierungslinien 
zweier innerer Winkel und des dritten Aufsenwinkels eines 
Dreiecks schneiden die gegenüberliegenden Seiten in Punkton 
einer Geraden. Solcher Geraden giebt es dann aber drei, ihre 
Gleichungen sind: 
i/i— Ä — S^a^Oj t/ü— Ä — 5'i = 0> 6*3 — i/i — J/2 = 0- 
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Aul'g. 7. Sind j/i ^ und {/s '^ ^ ^^'^ Cileicbuiigen zweier 
Geraden, so stellt {§ 26) j/^ — hg.. = die (jiuiehung eines 
beliebigen durch den Scbnittpuukt von i/i = nnd ^3 = 
gehenden Strahles dar. Für einen beliebigen Punkt (x, y) 
eines solchen folgt dünn aus (/i ~ Icg^ = die Gleichung 
]c = ^ . Berücksichtigt man nun die geometrische Bedeu- 
tung von dl und g^, so folgt aus der augehörigen Figur 
leicht, dal's k das Verhältnis der Sinus der beiden Winkel 
bedeutet, weiche i/^ — kg^ = ^ ™it «^i = und g.^ = bildet 
Welche speziellen Strahlen erhält niiui für 7c = 1, — 1, 0, ooV 

§ 28. Sätze aus der Theorie der Traiiaversalen. Das 
vollständige Viereck. 
I. Diu Seiten BC = a, CA = h, AB = c des Dreiecks 
ABC mögen von einer beliebigen Ge- 
raden (Transversalen) in den Punkten 
Ai, Bi, C, getroffen werden, denen 
die Teilverhältnisse : 

BA, _ ÜB, 

AÜ, 
0,li' "^ 

zukommen mögen, welche «ie mit den 
Dreiecks Seiten bilden. Dann ist klar, dafs durch X und [i die 
Transversale und folglich auch v eindeutig bestimmt sind. E s 
mufs also zwischen A, jt, v eine llelation bestehen, 
welche wir suchen wollen. 

Zu diesem Zwecke wählen wir GB Kur a;-Ächse und CA 
zur (/-Achse eines schiefwinkligen Systems. Dann folgt aus 




AV 



§ 9, dafs die Äbscisse von A-^ gleich - ; und die Ordinate 
von Bi gleich --^- 
sind daher (§ 18): 



von B^ gleich ^- ist. Die Gleiclumgün von AB und Ä^B^ 



f (1 + 1) + - 
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bIcIi die ÄljSüiMso de^ 



SdmittpimlUca C\ (§ 2;i) 



gleich I ■ Dieselbe ist aber auch imdreraeits gleich -r^^ ' 



insofern C\ 
besitzt. 



; auf die Strecke AB c 



Aus; 



1+" 1-f^ 
folgt aber: 
(1) Afti/ = — 1. 

Diea iat die gewünschte Relation, die aber in dieser Form 
natürlich nur besteht, weim mau auch auf deo UichtuiigsBiiiu 
der in Beti'acht kommenden Strecken die nötige lläcksicht 
nimmt. Gleichung (1) helfet ausführlicher: 
BA, .GB^.Ä C , _ __ . 



Pünkl, P 






A,G .B,A .G,B 
11. Verbindet man einen beliebig 
Ecken A, B, C eines Droiects, so 
treffen diese Verbindungslinien die 
gegenüberliegenden Seiten in Punkten 
Ai, i'j, Cj, denen die Teilverhältnissc : 
BA^ _ OB, __ 

A-C^^' B,A~^' 



zukommen mögen. Da X und ji den 

Punkt P und folglich auch C^ eindeutig bestimmen, so i 

es möglich sein, v aus l und (i au berechnen. 

Indem wir uns desselben Koordinatensystems bed 

wie bei I, erbalten wir ivieder für A, die Äbscisse z—r^ 

B, die Ordinate ■ . , so dafs die Gleichungen von AA, und 
^ i-f-(t' 

BBi gesehrieben werden können: 

f (1 + ») + !-- 1, 




für 



Durch Subtraktion erhält i 
— X- 
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ala die Gleichung einer durch P gehenden Geraden (g 26), 
■welche, da das absolute Glied fehlt, keine andere sein kann 
als C(7j, Aus der Gleichung von CC, und der Gleichung 



Ol , der andrerseits durch die Ahscisse . bestimmt ist. Aus: 

rr; = i + i^ 
folgt aber: 

(2) Z^i'= + 1. 

Ist speziell A = fi = 1, so folgt aus v = 1, daCs die drei 
Mittellinien eines Dreiecks sich in einem Punkte suhneidGii. 
Gleichung (2) beifst ausführlicher: 

A,G.B,A. 



1[I. In folgender Weise '. 




J- + 1- 

ssen sich die Resultate von I 
und II kombinieren. Wir 
verbinden l^^C^ durch eine 
Transversale, welche die Seite 
SC in dem Punkte Ai treffen 
möge. Ä^ bildet dann mit 



BC c 



) Teil Verhältnis 



BA^ 

welches wir mit A' bezeichnen. 
Bedeuten dann wieder l, fi, 
V die Teilverbältnisse von 

A-^, Bi, C^, so kann man zunächst auf die Transversale 

Bj^Cj^Ä^' den Satz I anwenden und erhält: 
A'ftv = — 1. 

Andrerseits ist infolge von Satz II: 

woraus sich ergiebt, dafs: 

ist, d. h. dafs die Punkte B, C, Ä^, AI harmoniache Punkte 
und A^ , -4,' einander zugeordnet sind. 

Seien jetzt vier beliebige Punkte A B OB gegeben, so kann 
man sie als die Ecken eines vollständigen Vierecks mit den 
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sechs Seiten Ali, CD; ÄC, BD; AD, DO butmchteii, welche 
sich noch in den Diagonalpunkten E, F, G trelfcu. Verbindet 
man dann F mit G durch eine -^^^ ^„ 

Gerade, welche AD in H, CD 
in J schneidet, so erkennt man 
leiclit, dafa A, B durch E, H 
und ebenso C, D durch E, J har- 
monisch getrennt werden. Man 
braucht nämlich nur den soeben 
bewiesenen, ans der Kombination 

T J TT 1 -A S ■ Ji Jii 

von i und li hervorgegangenen 

Satz daa eine Mal anzuwenden auf das Dreieck ABE vä'Aä der 
Transversalen CD um! dem Punkte G, das andere Mal auf daa 
Dreieck GDF mit der Transversalen AD und dem Punkte G. 
In ähnlicher Weise erkennt man, dafs die Yerbinduugalinie 
EG die Seiten AG und BD in Punkten trifft, die mit F als 
zugeordnetem Punkte A, C resp. B, D harmonisch trennen. 
Und endlich schueidet auch die Yerbindungslinie .EZ^ die Seiten 
AD und DC in Punkten, die mit G als zugeordnetem Punkte 
die Punkte A, D und J5, G harmonisch trennen. So erhalten 
wir also durch Verbindung der drei Diagonalpunkte 
^jJP, G auf jeder der sechs Seiten des vollständigen 
Vierecks harmonische Gruppen. Diese harmonischen 
Eigenschaften des vollständigen Vierecke gestatten, in ein- 
facher Weise, durch Anwendung des Lineals allein, zu drei 
gegebenen Punkten den vierten harmonischen Punkt zu kon- 



Aufg. Es sind drei Punkte A, B, C gegeben. Man 
suche den vierten harmonischen, G zugeordneten Punkt a) wenn 
C zwischen A und B, b) wenn G aufserhalb der Strecke AB 
sich befindet. 

§ 29. Geometrische Örter. 

Unter dem geometrischen Ort eines Punktes versteht ma.ti 
bekanntlich eine Linie, deren sämtliche Punkte einer und der- 
selben Bedingung unterworfen sind. Denkt man sich, unter 
Zugrundelegung eines Koordinatensystems, diese Bedingung 
diLreh die Koordinaten x, y doM Punktes, dessen Ort bestimmt 
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wei'duu BoU, aiisgedrückl;, so erhält man iiiiio Cileiehuiig awiacheu 
X und y, die allemal, aber auch imr dann erfällt wird, wenn 
dec Punkt (x, y) dem gesuchten Orte angeh5iHi und die man 
daher als die Gleichung des Ortes bezeichnen kann. Die 
folgenden Aufgaben sollen dies noch weiter erläutern. 

Aufg. 1. Den Ort dea Punktes ku bestimmen, der von 

zwei festen Punkten («^ , bj) und (o^ , b^) denselben Abstand hat. 

Bezeichnet man die rechtwinbligeu KooidiDaten des Punktes, 

deöseu Ort bestimmt werden soll, mit x, y, so sind diese der 

Bedingung unterworfen : 

(x ~ «.)" + {<J~ l,y - (x - u,)' + (j, -^ b,)' (§ 8), 
ans der durch einfache Reduktion folgt: 

2 (ß^ — ßj) a; ^- 2 (feg — bi)y == a^^ ~ a/ + b/ — b^^. 
Dies ist aber die Gleichung einer Geraden, welche im Mittel- 
punkte f "^ "T "^ , -—'t-~) ^*^^ Verbindungslinie der gegebenen 
Punkte auf dieser senkrecht steht (§ 24). 

Aufg. 2. Von einem Dreieck seien gegeben die Basis 
und die Differenz der Quadrate der Seiten; man sucht den 
Ort der Spitze. 

Wir wählen die Basis AB = 2c zur Äbscisseiiaclise eines 

rechtwinkligen Aehsensystems mit dem 

i ' ^. Mittelpunkte von AB als Anfangs- 

^[\ punkt. Dann haben wir die Bedingung: 

J\ ;\ AC^—BG' = ä^ 

/"' 1 1 \ 

^■' 1 1 \ (wo d^ die gegebene Differenz ist) 

j\ "~~ ~~~~|"ö ~iD~~B durch die Koordinaten x, ij der Spitze 
auszudrücken. Es ist aber: 
AG' =-. {c + '.£f + y^ BC^ = (. -- xf + f, 
folglich : 

AO^ — BG^ = ^cx = ä^ 



d. b. der Ort ist die Senkrechte, die man im Abstände -r— 
vom Mittelpuidite der Basis auf dieser errichten kann. 
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ßei viüluu AufgLiLen, die sieh auf ^üomefcriticho Ortei' ije- 
zielien, isi es nicht mÖglicli, die BediDgung, welclier der ver- 
änderliche Punkt unterworfen iat, direkt durch eine zwischen 
den Koordinaten x, y derselben bestehende Gleicliung aus- 
zutlrücken. Man ist vielmehr vielfach genötigt, zunächst x 
und y einzeln durch andere Veränderliche auszudrücken 
oder Relationen zwischen x, y und diesen anderen Veräader- 
lichen herzustellen und man erhält dann die Gleichung des 
Ortes erst durch Elimination dieser Veränderlichen. Solche 
veränderliche HülfsgrBfsen nennt man dann Parameter. Wir 
geben hierfür einige Beispiele. 

Aufg. 3. Zu der einen Seite eines Dreiecks werden 
Parallelen gezogen und die mit den beiden anderen Seiten de« 
Dreiecks gebildeten Schnittpunkte jedesmal mit den Gegen- 
pimkten verbunden. Man sucht den Ort des Schnittpiuilctes 
dieser Verbindungslinien. 

Man wähle CB und (JA itls Koordiniiteuachsun eiueb 
schiefwinkligen Systems. Da die j,. ^. 

Aehsenab schnitte der zur dritten A 

Dreieckseite Ä B parallelen Ge- 
raden ^i'Si den Seiten CB = a 
und GÄ = h proportional sind, so 
kann man sie durch Ka und Xb 
ausdrücken, insofern wir unter X. B, 3 

einen veränderliehen Parameter verstehen. Jeder der unzählig 
vielen Parallelen entspricht dann ein ganz bestimmter Wert 
von A und umgekehrt gehört zu jedem l eine ganz bestimmte 
Parallele zu AB. 

Die Gleichungen von A^B und AB, lauten nun: 



« + tfi = "* ™^ }W - 



f di- 



nier haben wir also zwei Delationen zwischen sc, y und X. 
Aus diesen kann man eine einzige herstellen, in welcher l 
fehlt, dadurch dafs man die zweite Gleichung von der ersten 
subtrahiert imd dann mit 1 — ^ dividiert. Man erhält: 



= 
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als Gleichung des gesuchten Ortes, Dieser ist demnaeh die 
durch G gehende Mittellinie des Dreieelis (§ 25, Aufg. 6). 

Äufg. 4. In einem schiefwinkligen Achsensystem bewege 
eich eine Gerade so, dafs die Summe ihrer Achseuabsehnifcte 
konstant ist. Jedesmal werde das zwischen den Achsen be- 
findliche Stück der Geraden durch einen Punkt in einem kon- 
stanten Teilvei-hältnis geteilt. Welches ist der Ort dieses Punktes? 
Es sei: OA=^a, OB^h, 

c und ■!,„■ = X. Die Koor- 
dinaten von P heifsen dann: 

— " __ J^_ 

'^ ~ 1 + 1 ' ^ ~ T+l ■ 

Fügt man zu diesen beiden Glei- 
chungea noch aA^'b='C, so hat man 
drei Gleichungen zwischen x und i/ und den beiden Parametern 
a und h. Um diese letzteren zu eliminieren, lose man die 
beiden ersten Gleichungen nach a und 6 auf, was zu: 

o- (1 + 1)1, ft-li-",/ 

führt, und setze diese Werte in ö -]- & = c ein. Die Gleichung 
des gesuchten Ortes lautet dann: 

untl stellt eine Gerade dar mit dem Richtungskoel'licienLeu - - k 

% 30. Hauptaufgabe und Methode der analytischen Geometrie. 
Durch die bisherigen Untersuchungen haben wir einen 
eigentümlichen Zusammenhang kennen gelerut zwischen einein 
geometrischen Gebilde, nämlich einer geraden Linie, einerseits 
und einer algebraischen Gleichung mit zwei Unbekannten 
andrerseits. Wir sahen, dafs zu jeder geraden Linie eine 
Gleichung mit zwei Unbekannten x und y gehört, welche in 
Bezug auf diese vom ersten Grade ist, und welche allemal 
aber auch nur dann erfüllt wird, wenn x und y die Koordi- 
naten eines Punktes der Geradon darstellen. Umgekehrt konnten 
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wir jede Gleicliuug von der Form Ax -j- Hy -}- C ^^^ als die 
Gleiclmrig einer geraden Linie deuten. (Wegen dieses Zu- 
sammenhanges nennt man auch die Gleichung: Ax-\-By-\-C=(i 
eine lineare Gleichung.) 

Es drängt sich nun die Frage auf, oh unter Zugrunde- 
legung eines bestimmten Koordinatensystems für jede durch 
ein bestimmtes mathematisches Gesetz definirte Curre eine 
Gleichung mit zwei ünhekannten x und y gefunden werden 
kann, welche allemal aber auch nur dann befriedigt wird, wenn 
X und y die Koordinaten eines Punktes der Kurve bedeuten, 
und ob umgekehrt jede zwischen zwei Unbekannten x und y 
bestehende Gleichung in der angegebenen Weise als Gleichung 
einer bestimmten Kurve gedeutet werden kann. 

Die in dem vorhergehenden Paragraphen an einzelnen 
Beispielen entwickelten Methoden fähren zur Beantwortung 
dieser Fragen, Denn denken wir uns eine Kurve als den geo- 
metrischen Ort eines Punktes definiert, welcher einer bestimmten 
Bedingung unterworfen ist, so hat man nur diese Bedingung 
durch die Koordinaten des Punlrtes, dessen Ort die gegebene 
Kurve ist, auszudrücken und erhält eine Gleichung zwischen 
X und y, welche allemal und nur dann erfallt wird, wenn x 
und y die Koordinaten eines Puidstes der Kurve bedeut,en. 
Definiert man z. B. den Kreis als den Ort eines Punktes, 
dessen Abstand von einem festen Punkte, den wir zum An- 
fangspunkte eines rechtwinkligen Koor- 
dinatensystems wählen wollen, konstant 
gleich r ist, so läfst sieh die dem Punkte 
P auferlegte Bedingung durch die Glei- 
chung x^ -\- y"^ = r^ ausdrücken. Diese 
Gleichung gilt für alle Punkte des 
Kreises mit dem Radius r, aber auch 
nur für diese. Für jeden Punkt inner- 
halb des Kreises ist x^ -\- y^ 'C i^ , für 
jeden Punkt aufserhalb des Kreises ist x^ -\- y^ > r^. 

Wir werden demnach die Gleichung a:^ + 2/^ = ^'' ('weil 
ausschlief slich den Punkten des Kreises zukommend) als die 
Gleichung des Kreises mit dem Radius r bezeichnen, 
indem wir definieren: 
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Untei- der Gleicliung einer Kurve in 'ßezvig auf 
ein gegebenes Koordinatensystem versteht man eine 
Gleichung zwischen zvrei Unbekannten x und y, welche 
allemal aber auch nur dann erfüllt wird, wenn x und y 
die Koordinaten eines Punktes der Kurve bedeuten. 

Für den Fall einer geraden Linie, aber auch nur dann, iat 
diese Gleichung in Bezug auf x und y linear. 

Umgekehrt läXst sich jede Gleichung zwischen zwei Un- 
bekannten X und y in dem angegebenen Sinne als die Glei- 
chung einer Kurve deuten. Denn man kann in einer solchen 
Gleichung der einen Unbekannten, etwa x, einen beliebigen 
Wert beilegen und dann die Gleichung nach der andern Un- 
bekannten auflösen. Dadurch erhält man ein Wertepaar x, y, 
welches der Gleichung genfigt und welches nian geometrisch 
durch einen Punkt repräsentiert mit der Abacisse x und der 
Ordinate y. Wiederholt man dieses Verfahren, indem man x 
alle möglichen Werte giebt und jedesmal das zugehörige y 
berechnet, so erhält man eine Aufeinanderfolge von Punkten, 
die sich zu einer Kurve vereinigen. 

Nach diesen Auseinandersetzungen ist z. B. klar, wie man 
analytisch die Durchsehnittspunkte von zwei durch ihre Glei- 
chungen gegebenen Kurven bestimmt. Die Koordinaten der ge- 
meinschaftlichen Punkte müssen den beiden Kurvengleichungen 
gleichzeitig genügen und man erhält sie daher als die gemein- 
schaftlichen Losungen derselben. Auf diese Weise wird das 
usprünglich geometrische Problem in ein rein algebraisches 
verwandelt. 

Wir können nunmehr als das Wesen der analytischen 
Geometrie die Anwendung algebraischer Methoden auf die 
Untersuchung geometrischer Gebilde bezeichnen; ihre Aufgabe 
besteht darin, Kurven in dem oben definierten Sinne durch 
Gleichungen zu repräsentieren und aus deren Eigenschaften die 
charakteristischen Eigentümlichkeiten der zugehörigen Kurven 
zu ergründen. 
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Drittiis Kapitel. 
Der Kreis. 
§ 31. Bie Gleielittng des Kreises. 
Im vorhergehenden Paragraphen wurde die GleiehnDg des 
Kreises abgeleitet für dea Fall, daTs der Mittelpnnlct znm An- 
fangspunkt eines rechtwinkligen Ach sensy stein .s gewählt wor- 
den war. Seien jetzt allgemeiner p, q die reehtwiulciigen 
Koordinaten*) des Mittelpunktes eines ^ ^^ 

Kreises und r der Radius. Um die Glei- +s/ 
chung des Kreises ku erhalten, hat man 
nur auszudrücken, dafs jeder Punkt 
(x, y) des Kreises vom Mittelpunkte 
{p> 3) desselben den konstanten Ab- 
stand r besitzt. Dies führt aber (§ 8) 
zu der Gleichung: ^ -'^ ^^ ■'■'" 

(l) {x - Pf + (_y- qf = r'^. 

Diese Gleichung wird allemal aber auch nur dann erfüllt, 
wenn der Punkt {x, y) auf dem Kreise liegt. Für jeden Punkt 
innerhalb des Kreises ist die linke Seite der Gleichung (]) 
kleiner, für jeden Punkt aufserhalb des Kreises gröfser als rl 
Aus der allgemeinen Gleichung (1) ergeben sich die spe- 
ziellen Formen der Kreisgleiehung durch besondere Wahl des 
Mittelpunktes. Liegt dieser auf der a:-Aelise, so erhält man 
wegen 3 = die Gleichung: 

(2) {x-py- + f^r\ 

Berührt überdies noch der Kreis die «/-Achse, d. h. ist aucli 
p = r, so folgt; 

(3) x'-\-f^ 2rx = 0. 

Befindet sich der Mittelpunkt auf der »/-Aehso, wo lautet die 
Kreis gl eichung : 

*) In diesem ganKen Kapitol sollen nur veclitwinklij^n Knoi-Aina.ten 
'.iiv Anwendung ItomiTie]!. 
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(4) x' + (!)^i)'.-r', 

welche sicli auf: 

(6) x' + f- in = 

reduciert, wenn aufaerdem noch der Kreis die a;-Achae berührt. 
Fällt der Mittelpunkt mit dem Anfangspunkt zusammen 
(§ 30), so heifst die Ereiagleichting : 

(6) «■ + !,^-r>. 

Endlich erhält man für einen heliebigen dvirch den Anfangs- 
punkt gehenden Kreis, dessen Mittelpunkt die Koordinaten p, q 
besitzt, wegen ^ -\- ^ ^ f^, die Gleichung: 

(7) x^ + y^- 2px - 2qy = 0. 

Da Gleichung (1) durch Multiplikation mit einer beliebigen 
Konstanten « in ihrer Bedeutung nicht geändert wird, so er- 
kennt man: 

Die allgemeine Gleichung eines Kreises ist eine 
in Bezug auf x und y quadratische Gleichung, in wel- 
cher das Glied mit xy fehlt und die Glieder mit x^ 
und y^ denselben Koefficienten besitzen, sie ist also 
von der Form: 

(8) ax^ -|- ay^ -{- hx -{- cy -{- ä = 0. 
Umgekehrt lafst sich zeigen, dafs jede Gleichung 

dieser Form als die Gleichung eines Kreises angesehen 
werden kann. 

Dividiert man nämlich Gleichung (8) durch ß, so kann 
man sie leicht auf die Form bringen; 

oder: 

(x ~ p,f + iy — q,y = V, 
insofern man zur Abkürzung setzt; 

y ^ä _j_ gi ^iaa 



d. h, Gleichung (9) und folglich auch Gleichung (8) ist die 
Gleichung eines Kreises mit dem Mittelpunkte (pj, 5,) und 
dem Radius r^. Dabei ist allerdings vorausgesetzt, dafs r, 
reell, d, h. dafs &^ + c^ — Aad > sei. 

Ist b^ -\- c^ — iad < 0, so kann der Gleichung (9) durch 



y Google 



- 65 - 

kein reelles Wertepaar (x, y) genügt werden, folglich hat cfaiin 
auch Gleichung (8) keine geometrische Bedeutung. 

Aufg. 1. Wie lieifst die Gfleiehung des Kreises mit dem 
Mittelpunkte (— 3, — 5) und dem Radius r = 4? Liegt der 
Anfangspunkt innerhalb oder aufserhalb des Kreises? 

Aafg. 2. Die Gleichung des durch den Anfangspunkt 
gehenden Kreises mit dem Mittelpunkte (2, — 3) zu finden. 

Aufg, 3. Wie hcifst die Grleiehung des Kreises, dessen 
Mittelpunkt (5, 0) ist und welcher die Gerade x — y = be- 

Aufg. 4. Bestimme die Schnittpunkte des Kreises: 

a{x^ -\- p^) -\- hx -\- cy -^ d = 

mit den Aciisen und zeige, dafa das Produkt der lieiden auf 
der a;-Achse gebildeten (vom Anfangspunkt aus gerechneten) 
Achsen ab schnitte gleich dem Produkt der auf der y-Achse ge- 
bildeten Abschnitte ist. 

Aufg, 5. Es seien m^, m<^, %, nj vier Zahlen, welche 
der Relation m^mg = Wi% genügen. Beatimme die Gleichung 
dea Kreises mit den Achsenabschnitten m^, m^, %, Mg, 

Aufg. 6. Finde den Mittelpunkt und den Radius des 
Kreises : 

2{x^ + j/^) — 2^ + 6«/ — 3 == 0. 

Aufg. 7. Die Gleichungen aller Kreise zu finden, welche 
die ic -Achse im Punkte x "=> a berühren. 

Aufg. 8, Die Gleichungen aller Kreise zu finden, welche 
beide Koordinatenachsen berühren. 

Aufg. 9. Die Gleichung des um den Anfangspunkt be- 
schriebenen Kreises zu finden, welcher durch den Punkt 
(— 5, 3) geht. 

Aufg. 10. Die Gleichung des um den Anfangspunkt be- 
schriebenen Kreises zu finden, welcher die Gerade: 

Ax -{- By -{- C =: 
berührt. 

Aufg. 11. Die Gleichung des Kreises zu finden, dessen 
Mittelpunkt (3, —2) ist und welcher die Gerade j/= Ta^-j- 11 
berührt. 
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§ 32. Bestimmung eines Kreises durch drei Punkte. 
Dividiert man die iiUgemoine Kreisgleieliung: 
ax^ -\- ay^ ■\- hx -\- cy -\- d = 
durcli o,, wodureii die Form: 

0? + y^ -{- Vx -\- c'y -\- d' = 
entsteht, so erkennt man, dafs dieselbe im Grunde get 
nur drei Konstanten enthält, wie auch die Form: 

{x—pf-\r{3) — qf = »■= 
zeigt. Daraus folgt, dafa man einen Kreis stets so bestimmen 
ka,nn, dafa er drei vorgeschriebenen Bedingungen genügt, z. B. 
so, dafs er durch drei gegebene Punkte hindurch geht. Sind 
diese (x^, «/Oi i^i, Vi)'-, C«3> ^s)- so mufs sein: 

V + Vi + *'^i + c>i + ä' = 0, 
«2^ + Vi + &'% + '^Va + 1^' = 0, 

V + ;// + &'*3 + c>s + ^' = 0. 

Aus diesen Gleichungen ergeben sich die Unbekannten 
^', c', d'. Bei der Auflösung tritt der gemeinschaftliche Neuner: 

^lO/2 — yd + ^2(^3 — yd + ^siVi ~ yd 

oder: 

^i?/a — ^2yi + ^iVs — ^aS/a + ^k^i " ^J/s 
auf, der nur dann verschwindet, wenn die drei gegebenen 
Punkte in einer Geraden liegen. In jedem andern Falle erhält 
man daher für V, c, ä' bestimmte endliche Werte. 

Äufg. 1. Die Gleichung des Kreises zu finden, der dem 
Dreieck {2, 3); (— 5, 1); (3, — 2) umschrieben ist. 

Aufg. 2. Die Gleichung des ICreises zu finden, der durch 
den Anfangspunkt und die beiden Punkte {x^, yd', (a^, yd 
hindurchgeht. 

Aufg. 3. Bestimme in der im Texte angegebenen Weise 
h', c , d' und beweise, dafs der Radius r ^ iY^'^ + c'^ — id' 
stets reell ist {§ 31). 

Aufg. 4. Bestimme die Gleichung des Kreises, welcher 
die «/-Achse im Anfangspunkt berührt und durch den Punkt 
(- 3, 2) geht. 
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§ 33. Der Kreis und die Gerade. 

Um die La-ge einer beliebigen Geraden in Bezug auf einen 
Kreis zu uiitersueheUj wühlen wir den Mittelpunkt des letzteren 
zum Anfangspunkt eines rechtwinkligen Achsensystems und 
setzen die Gleichung der Geraden in der Normalform yorans. 

Es niiigen demnach: ]?ig, g^ 

(1) 3"*' + ?/^ = )'^, 

(2) X cos a -\- y sin. ci —■ Ö = 
die Gleichungen des Kreises und der Ge- 
raden darstellen. 

Die Schnittpunkte ergeben sich, in- 
dem man etwa aus (2) y berechnet und 
in (1) einsetzt. Man erhält dann: 

(3) a;^ — 2d cos ß . « + d^ — r^ sin^ « = 

und diese in x quadratische Gleichung liefert die Abseissea 
der beiden Schnittpunkte. Die Realität der Warzelii bäu£ft 
von dem Vorzeichen der Discriminante : 

S^ cos^ K ^ d'^ -f- r^ sin^ k = sin^ a{r'^ — S^) 
ab, woraus man erkennt, dafs jede Gerade den ge- 
gebenen Kreis in zwei reellen und von einander ver- 
schiedenen, in zwei reellen und zusammenfallenden 
Punkten^ oder gar nicht schneidet, je nachdem r^S 
d. h. je nachdem der Abstand der Geraden vom Mittel- 
punkte des Kreises kleiner, gleich oder gröfser ist 
wie der Eadius. 

Nehmen wir an, die Schnittpunkte seien reell ^ wir wollen 

sie mit S^ und 8^ bezeichnen — und besäfsen die Koordinaten 

Xx, y, und X2, y^i '^^"" erhalten wir aus (3) ohne aufzulösen 

die Äbscisse ^'-^--^ des Mittelpunktes der Sehne Sj 1%, nämlich: 

__ iE. 4- J 



Führt man diesen Wert in (2) eii 
Ordinate: 



= d cos K . 
, m findet n 



m die zugehörige 
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Aus diesen GleichuEgen im- x und y aber l'olgt: 
y = ä; tg K 
J. h. er Mittelpunkt der Sehne S-^3^ liegt auf dem Lote, 
welches man vom Kreiamittelp unkte ans auf die Sehne l'älleu 
kann. Da nun zu parallelen Sehnen dasselbe Lot gehört, so 
ergieljt sieh: 

Die Mittelpunkte paralleler Sehnen liegen auf 
dem Lote, welches man vom Kroismittelpnnkte aus 
auf diese Sehnen fällen kann. 

Aufg. 1. Bestimme die Lage der Geraden: 
2a; -7«/+ 1-0 
ZU dem Kreise a:^ -f" y^ = 9 und eventuell die Koordinaten der 
Schnittpunkte, 

Aufg. 2. Bestimme aus den Gleichungen a; = 3 cos «, 
^ = d sin a den Ort der Mittelpunkte aller Sehnen, welche 
vom Kreismittelpnnkte den konstanten Abstand 8 besitzen. 
(Betrachte « als einen bu eliminierenden Parameter, § 29.) 

Aufg. 3. Leite die sämtlichen Resultate des Textes ab 
für den Kreis ax^ + ay^ -\- hx -^ cy -\- d. = ^ und die Gerade 

Aufg. 4. Bestimme die Lage der Geraden: 
5j/ — a: + 2 == 
in Bezug auf den Kreis {x — 3)^ + (y + 1)^ = 9 und eventuell 
die Koordinaten der Schnittpunkte. 



§ 34. Die Tangente in einem Punkte c 
Im vorhergehenden Paragraphen haben wir gesehen, dafs 
die quadratische Gleichung, welche die Abseissen der Schnitt- 
punkte der Geraden x cos ß 4- ^ sin « — 3 = mit dem Kreise 
a:^ -|- j/^ = r^ bestimmt, zwei zusammenfallende Wurzeln be- 
sitzt, sobald der Abstand 3 des Kreismittelpunktes von der 
Geraden gleich dem Badius r wird. Die Gerade steht in die- 
sem Falle im Endpunkte des entsprechenden Hadius S = r 
senkrecht auf diesem und wird dann bekanntlich eine Tan- 
gente des Kreises genannt, um aher eine für alle Kurven 
gültige Deünition der Tangente zu erhalten, gehen wir von 
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folgondor Überlegung Eiua. Durch elouii beliebigoii Puüld Pj 
des Kreises werde eine Sekante gezogen, welche den Kreis 
noch in einem zweituii Punkte Pg triift. Nunmehr möge sicli 
die Sekante um den Punkt Pj in dem Sinne drehen, dafs der 
zweite Schnittpunkt P^ immer mehr und mehr sich dem 
Punkte P[ nähere. In demselben Momente, in welchem die 
Gerade mit dem Radius OP^ einen rechten Winkel einsehliel'st, 
d. h. znr Taugente wird, fällt der Punkt F^ mit Pj zusammen 
und umgekehrt. 

Sei daher jetzt eine beliebige Kurve gegeben und auf der- 
selben ein Punkt P, . Durch diesen werde eine Sekantt! gezogen, 
welche die Kurve noch in einem zweiten Punkte P^ treffen möge. 
Dreht sich nun die Sekante um P^ in dem Sinne, dafs sich P^ 
immer mehr dem Punkte P^ nähert, so nennt man die Ge- 
rade in dem Momente, in welchem P^ mit P^ zusammen- 
gefallen ist, die Tangente der Kurve im Punkte P,. 

Diese Definition befindet sich also, auf den Kreis an- 
gewandt, wie wir oben gesehen haben, durchaus in Über- 
einstimmung mit der in Elementen gegebenen Definition der 
Kreistangente. Zugleich ist damit genau der Weg vorgezeichnet, 
den man einschlagen mufs, um für einen beliebigen -Punkt P^ 
des Kreises oder überhaupt einer Kurve die Gleichung der 
Tangente zu erhalten. 

Die Punkte P^ imd P^ des Kreises x^ + y^ -■— r^ mögen 




durch ihre Koordinaten x^, y^ resp. x^, y.^ gegeben sein. 
Gleichung der Sekante F^F^ lautet dann (§ lö): 



(1) 



" {x — iKj). 
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(2) y^y^^- -ii-^ [x — X,). 
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Da aber P, und P^ auf dem Kteisü liegen, so ist: 

^i' + Vi ■= >""= ^-'^ + ?/s' == »■' 
und folglich: 

^/ - «i' + ^a' — j/^ä _ 
oder: 

ya — Vi ^ _ ?i_+3 

!e.i — iCi l/i + i/i ' 

wodui'di Gleichung (1) übergelit in: 

3/1+2;/ 

Um nun von der Gleiclmng der Sekante zu der Glei- 
chung der Tangente überzugehen, hat uiai) P^ mit Pj au- 
samraenfallen zu lassen und domna.eh a^g '= a.\, y^ = y, zu 
setzen. Man erhält: 

y - yi = - -^ (^' - «,) 

oder: 

Da aber J\ auf dem Kreise liegt, also x{^ -\- y^ = »'^ ist, 
so erhält man als Oleichang der Tangeute des Kreises 
x^ -{■ y^ = 1^ itu Punkte P^: 
(:i) xx^ + j/j/i = )^. 

lu diesei' Gleichung bedeuten x,, j/^ die Koordinaten des 
Berührungspunktes Pj, während a:, )/, die laufenden 
Koordinaten, einen beliebigen Punkt der Tangente darstellen, 
Eb möge jetzt der Mittelpunkt des Kreises nicht mit dem 
Anfangspunkt zusammenfallen, sondern die Koordinaten p, q 
besitzen, sodals die Gleichung des Kreises: 

{x — pf + (»/ — <^)' = r'- 
lautet. 

Um die Gleichung der Tangente im Punkte (a^, y,) zu 
erhalten, legen wir durch den Mittelpunkt ein neues Aclisen- 
sjsfcem parallel und gleichgerichtet mit dem alten. Die neuen 
Koordinaten derjenigen Punkte, deren alte Koordinaten x, y 
resp, x^, yi sind, mögen x', y' resp, Xy, j// heifseu. Die Glei- 
chung der gesuchten Tangente, bezogen auf das neue System, 
lautet dann infolge (3): 

x'x{ -f- y'y( = r^. 
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Da aber: 

ist, so findet man: 

(4) (x - p) (x, — p) + {y~q) (y, - q) — r^ 

als die Gleichung der Tangente des Kreises: 

{si—pf + (^ — qf = r^ 
im Punkte {x^, y^). 

Äijfg. 1. Gegeben sei der Kreis iC^ + y^ = 25, Zur Ab- 
scisse x^i gehören zwei Kreispunkte ; beatimme die Olei- 
cbungen der zugehörigen Tangenten und zeige, dafs sie sieb 
in einem Punkte der a:-Achse treffen. 

Aufg. 2. Bringe die Gleichung xx^ + i/y^ = r^ auf die 
Normalform und leite dieselbe (und damit auch die Gleichimg 
xXi + yyt = r^) an der Hand der Figur direkt ab (§ 22). 

Aufg. 3. Bestimme den Richtung skoefficienten der Kreis- 
tangente xx^ -\- yyi = r^ und zeige, dafa die Tangente auf 
dem Radius des Berührungspunktes senkrecht steht. 

Aufg. 4. Der Kreis x^ ~\- y^ = r^ treffe die iC-Achse in 
den Punkten Ä und Ä. Bestimme den Achsenabschnitt x^OT^ 
der Tangente des Punktes P^, dessen Äbseisse a:, = OM-^ ist 
\md schliefse aus tler Relation a;a\ ^ r^ = OA^, dafs A, A! 
Ml, T-i harmonische Punkte sind (§ 4). Wie bewegt sich T^, 
wenn M-^ die Strecke AÄ durchläuft? 

Aufg. 5. unter welcher Bedingung ist die Gerade: 
Ax^By-\-G^Q 
eine Tangente des Kreises x^ -\- y^ = r^'t 

Aufg. 6, Welche Beziehung -mufs zwischen p, q, r, A, 
B, C stattfinden, damit die Gerade; 

Ax + By + G=0 
den Kreis {x ~ pf + ($ — qf = *^ berühre? 

Aufg. 7. Bestimme mit Hilfe dieser Beziehung die Glei- 
chung des Kreises, der dem Dreieck: 

A,x+Biy-\-G,=Q, 
A^x-\-B^y-\-a, = ^), 
A<,x + i?ay + Cg = 
eingeschrieben ist. 



y Google 



§ 35. Tangenten von einem Punttn aarserhalli dea Kreises. 
Berüliriuigsselme , Pol und Polare. 
Von einem beliebigen Punkte {Xf„ 3/0) auM werdt au den 
Kreis a:^ + j/* = r' eine Tangente gelegt. Bezeichnet man die 
Koordinaten des Berölirungspnnktos mit x^, i/,, so lautet die 
Gleichung der Tangente: 

*^i + ypi = *■', 

und da dieselbe durch (a^oi^o) hin durchgehen hoU, so hat man: 

(1) x^x^ + %y, == ^. 

Daraus folgt aber, daXs der Berührungapuukt (a^j, yj) einer von 
dem Punkte (a^y, y„) an den Kreis gezogenen Tangente auf 
der Geraden; 

(2) 3!^o -I- y!/o =- «"' 
liegen mufs. 

Diese Gerade b'ifft den Kreis x^ -f- y^ = r^ in zwei Punkten 
(§ 33) und es ist jetat umgekehrt leicht einzusehen, dafs die 
Tangente in jedem dieeer beiden Punkte durch (x^, y^ hin- 
durchgeht. Denn bezeichnet man einen dieser Punkte mit x, 
y' , so ist x'xq + s/'j/o = r^. Diese Gleichung läfat sich aber 
auch so deuten, dafs sie aussagt, der Punkt {x^, y^ liege auf 
der zu ix', y") gehörigen Tangente xx' + yy' == r^. 

Zu jedem Punkte {x^, y^ der Ebene ergiebi sich eine 
ganz bestimmte zugehörige Gerade: 

xXf^ + yyo = ^^■ 
Sie wird die Polare des Punktes (fl;^, y^ in Bezug auf den 
gegebenen Kreis, der Punkt (x^^, s/q) der Pol der Geraden: 

^^0 + yyo = »■" 

genannt. Die Polare des Punktes (x^, y,,) schneidet nach dem 
Obigen aus dem Kreise die Berührungspunkte der von (ai^j y») 
an den Kreis konstruierbaren Tangenten aus und heilst daher 
auch die Berührungssehne des Punktes {x^, y^). Da der 
Abstand dieser Polaren vom Mittelpunlcte gleich -=== 

ist (§ 22)j so erhalt man zwei reelle und von einander ver- 
schiedene, zwei reelle aber ziisamnienfallende oder gar keine 
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Schnittpunkte, je nachdem {x^, j/u) außerhalb, auf dem Um- 
fange, oder inuerhalb des Kreises liegt. Im ersten Falle kaiiü 
man daher von (x^, y^) ans zwei von einander verschiedene 
Tangenten an den Kreis legen, im zweiten Falle erliält man 
eine einzige mit der Berührtmgsseline zusammenfallende Tan- 
gente, im dritten Falle gar keine reellen Taugenten. 

Aufg. 1, Die Berührungspunkte der Tangenten zu finden, 
die man von (5, — 3) an den Kreis x^ ~{- if = IQ legen kann. 

Aufg. 2. Finde durch Vergleichen mit xx^, ~{- y% ^ r'^ 
den Pol der Geraden Ax -\- Sy -|- 6' = in Bezug aul': 



§ 36. Diu Potenz eines Punktes in Bezug auf einen Kreis. 
Zieht man durch einen beliebigen Punkt I\ mit den 
Koordinaten Xi, y^ eine unter dem Winkel ip gegen die aJ-Achwe 
) Gerade, so kann man die Koor- 
X, y eines jeden Punktes P der 
Geraden durch: 

(1) a: = a^j -|- p cos <p, J/ = */, + p sin (p 
ausdrücken, insofern PjP = j» gesetzt 
wird. Derm man hat 



aus<f = 



nrp = 



4§ 7 u. 8). 



/1 




Indem mau q alle Werte von — c: 

-|- oo beilegt, erhiilt man aus (1) alle Punkte der unendlichen 

Geraden, 

Sei Jetzt ein beliebiger Kreis mit dem ßadius r und ein 
beliebiger Punkt Pj gegeben. Der Einfachheit halber wählen 
wir den Mittelpunkt des Kreises zum Anfangspunkt, sodafa 
die Kreis gl eichung x'^ -^ y^ = r^ lautet. 

Durch P^ werde unter dem Winkel tp eine Gerade ge- 
zogen, deren Punkte durch (1) bestimmt sind, Soll nun ein 
beliebiger Punkt P dieser Geraden zugleich auf dem Kreise 
liegen, so mufs sein: 

(x^ + Q cos <py + (?/i + ö sin ^f = J-% 



oder: 



Q^ -\- 2q (zi cos qü + «/i sin (p) ■{- x^^ -[" % 
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DifiHO iu 9 quadratische Gleichung liefert die beiden Schnitt- 
punkte der Gerüden mit dem Kreise (§ 33). 

Da aber das Produkt der beiden Wurzeln, nämlich: 

9 9" = '^1^ + yi^ ~ '^ 
nur von der Lage des Punktes P^, nicht aber voo der durch 
q) bestimmten Richtung der durch Pj gehenden Geraden ab- 
hängig ist, so folgt: 

Zieht man von einem beliebigen Punkte Strahlen 
nach einem Kreise, von denen joder den Kreta in zwei 
zusammengehörigen Punkten trifft, ao ist das Pro- 
dukt der Entfernungen zweier zusammengehöriger 
Schnittpunkte von dem gegebenen Punkte für alle 
Strahlen konstant. 

Dieses konstante Produkt wird die Potenz des Punktes 
Pj in Bezug auf den gegebenen Kreis gona,nnt. Der Ausdruck 
Xj^" -\- j// — r^ zeigt> ^^s die Potenz für einen Punkt aufser- 
halb des Kreises positiv, für einen Punkt auf dem Kreise 
Null, für einen Punkt innerhalb des Kreises negativ ist. 

Dreht man, unter der Voraussetzung, dafs P, aufserhalb 
des Kreises liegt, den durch P, gehenden Strahl, bis er den 
Kreis beröhrt, so ergiebt sich, dafs die Potenz von Pj gleich 
dem Quadrate der durch P, gehenden Tangente ist. 

Aufg. 1. Man überzeuge sich, dafs die auf die Potenz 
bezüglichen Bemerkungen selbständig, also unabhängig von 
dem nur zur Ableitung eingeführten Koordinatensystem exi- 



Aufg. 2. Welches ist der Ort der Punkte, die in Be^ug 
auf einen gegebenen Kreia dieselbe Potenz haben? 

Aufg. 3. Welche Werte nimmt die Potenz eines Punktes 
au, welcher eine durch den Mittelpuukt des Kreises gehende 
unendliche Gerade durchläuft? 

g 37. Systeme von Kreisen. Poteiizlinie. 

So lange wir es nur mit einem Kreise zu thun haben, 
können wir der Einfachheit halber den Mittelpunkt als An- 
fangspunkt der Koordinaten betrachten und erhalten dann als 
Potenz des Punktes (x-i, y,) der Ausdruck x^'^ + y^^ — r^. 
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Hat nuu aber der Mittelpunkt die KoordicHten fi, q, so 
lehrt oiüG einfache Parallel Verschiebung dei' Achsen, dafs die 
Potenz des Punktes («j, y^ in Bezug auf den Krois: 

gleich : 

(«1 - pf + {Vi - i? — ■>" 
ist. 

Dies vorausgeschickt, seien jetzt: 

(1) {^-Ihy + iy-Qif-r.'-O, 

(2) Ix - p,y + (y- q,y - r/ = 

die Gleichungen zweier Kreise. Versteht man unter (x, y) 
einen ganz beliebigen Punkt, so stellt sich die linke Seite z. B. 
der Gleichung (1) als die Potenz des Punktes {x,y) in Bezug 
auf den ersten Kreis dar, ist also positiv, wenn (w, y) aufser- 
halb, Null, wenn (x, y) auf der Peripherie und negativ, wenn 
(x, y) innerhalb des ersten Kreises liegt. Analoges gilt für 
den zweiten Kreis. Bezeichnen wir daher zur Abkürzung die 
linken Seiten von (1) und (2) mit K, und JfiTg, so bedeuten 
K^ und Äg die Potenzen von (x, y) in Bezug auf die beiden 
Kreise. Soll der Punkt {x, y) so liegen, dafs diese beiden 
Potenzen einander gleich sind, so hat man nur K^ = K^ oder 
Jtj — ÄTg = zu setzen, üechnet mau aber aus, so fallen 
x^ und y^ weg und man erhält: 
(3) 2x(p,-p,) + 2y{q,-q,) 

+ Pl^ + 'ii^ — ^i' — (>■/ + 2/ - ^\^) ^ '^ 
als Gleichung des Ortes der Punkte, welche in Bezug 
auf die Kreise ffj = und K^ =^ gleiche Potenzen haben. 
Diese Gleichung stellt aber, weil in Bezug auf x und y 
linear, eine gerade Linie dar. Man nennt sie die Potenz- 
linie (Chordale, Radikalachse) der beiden Kreise. 

Wir ziehen es vor, für die Gleichung der Potenzlinie die 
Form Xj — Kg = beizubehalten und erkennen daraus un- 
mittelbar, dafs ein Punkt (x, y), welcher beiden Kreisen ge- 
meinschaftlich ist, auch auf der Potenzlinie liegen mufs, denn 
wenn für einen Punkt (x, y) die Ausdrücke Ifj und K^ ein- 
zeln verschwinden, so mufs für denselben Punkt auch die 
Verbindung K^ — K^ verschwinden. Aus dem gleichen 
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Grunde luufs jeder Sclinittpuaki, dor Potonzlinie jnii dem einen 
Kreise aueli auf dem andern Kreise liegen. Denn wenn für 
einen Punkt (x, y) zugleich E^ -~ K^ und etwa K^ verschwin- 
den, so mufa für denselben Punkt auch K^ gleich Null sein. 
Man erhält daher die Schnittpunkte zweier Kreise als die 
Schnittpunkte der Potenzlinie mit dem einen von ihnen. Zwei 
Kreise schneiden sieh demnach entweder in zwei reellen unti 
von einander verschiedenen Punkten — dann ist die Potenz- 
linie die gemeinschaftliche Sekante — oder in zwei reellen 
aber zusammengefallenen Punkten, d. h, sie berlihren sieh — 
dann ist die Potenzlinie die gemeinschaftliche Tangente — 
oder endlich sie schneiden sich gar nicht — dann hat auch 
die Potenzlinie mit keinem der Kreise einen Punkt gemein. 

Aus der Gleichung (3) der Potenalinie erkennt man, daXs 
dieselbe auf der Verbindungslinie: 

^fe — öl) — y(Pi - Ih) -hPi^li —PA = 
der beiden Kreismittelpunkte senkrecht steht (§ 24), wie auch 
aus Symmetriegr finden evident ist. 

Berücksichtigt man endlich, dafs tui einen aul'ierhalb 
eines Kreises befindlichen Punkt die Potenz gleich dem Qua- 
drate der durch den Punkt gehenden Kreistdugeute ist, so folgt: 
I. Der Ort der Punkte, von denen aus. man an 
zwei gegebene Kreise gleiche Tangenten Jegen kann, 
ist eine Gerade, nämlich die Potenzlinie der beiden 
Kreise. 

Wir kombinieren jetzt mit den beiden Kreisen (1) und (2) 
einen dritten Kreis, dessen Gleichung; 

(4) («-i)J + (!/-g,)'-r,'-o 

oder abgekürzt K^ = sei. 

Diese drei Kreise, zu je zweien kombiniert, geben au drei 
Poteuaiinien Veranlassung, deren Gleichungen wir abgekürzt 
sehreihen: 

K, — Z"3 = 0, 
K., — K,=' 0, 
K^ -. K^ = 0. 
Da aber durch Addition der Gleichungen die linke Seite 
identisch verschwindet, so folgt (§ 25): 
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II. Die drei Poteazlinien, die man zu je zweien 
von drei Kreisen konstruieren kann, schneiden sich, 
in einem Punkte, den man den Potenzpunkt (Chordal- 
punkt, Radikalcentrum) der drei Kreise nennt, 

Äufg. 1. Was wird aus Gleichung (3) der Potenzlinie 
zweier Kreise, wenn diese konzentrisch sind? 

Äufg. 2. Wenn zwei Kreise sieh rechtwinklig schneiden, 
so ist die von dem Mittelpunkte eines jeden der beiden Kreise 
an den andern gelegte Tangente gleich dem zugehörigen Ra- 
dius. Unter welcher Bedingung durchschneiden sich demnach 
zwei durch ihre Gleichungen gegebene Kreise rechtwinklig? 

Äufg. 3. Wie heifst die Gleichung des Kreises, dessen 
Mittelpunkt (3, — 4) ist und welcher den Kreis: 

(j,_6)M-(</-6)'-9 
rechtwinklig schneidet? 

Aufg. 4. Finde die Schnittpunkte der beiden vorher- 
gehenden Kreise mit Hilfe der Potenalinie. 

Äufg. 5, Die Kreise K^ und K^ mögen keinen Punkt 
mit einander gemein haben. Konstruiere ihre Potenzlinie mit 
Hilfe eines Kreises K^, welche K^ und K^ schneidet, durch 
Anwendung des Satzes II. 

Äufg. 6. Löse Aufgabe 3 durch Konstruktion. 
Äufg. 7, Welche Beziehung mufs zwischen p^, rj^, s'j; 
i'äj Ss> '"a stattfinden, damit die beiden zugehörigen Kreise sich 
berühren? 

Äufg. 8. Stelle die Gleichungen auf, aus denen man die 
Koordinaten des Mittelpunktes und den Radius eines Kreises 
zu berechnen hat, welcher durch zwei gegebene Punkte {x^, j/j); 
(*ai vi) hindurchgeht und den Kreis: 

{x — pY -\- {y — qf == r^ 
berührt. Ohne die Gleichungen aufzulösen, Überzeuge man 
sich, dafs zwei Lösungen existieren. 

Aufg. 9. Man löse die vorhergehende Aufgabe durch 
Konstruktion, indem man durch die gegebenen Punkte P^ und 
Pj einen Kreis legt, welcher den gegebenen Kreis in zwei 
Punkten schneidet. Die Verbindungslinie dieser beiden Punkte, 
sowie die Linie T^P^ sind dann die Potenzlinien , welche der 
Hilfskreis mit dem gegebenen und dem gesuchten Kreise be- 
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stimmt. Die von dem Schnittpunkte dieser Potenzlinien an 
den gegebenen Kreis gelegten Tangenten führen dann zu den 
beiden Lösungen der Aufgabe. 

Aufg. 10. -^1 = 0, ^a = 0, -ffs = seien die Glei- 
chungen dreier Kreise. Dishutiere die Bedeutung der drei 
G-leichungen: 

2K, — K^ " JC, = 0, 2K^ - Xg ~ Jf^ = 0, 
2Ks — JT, — Ä"a = (§ 26 u. 27). 
Aufg. 11. Beweise, dafs der Ort des Punktes, dessen 
Potenzen in Bezug auf zwei Kreise JST^ ^ und K^ = in 
dem konstanten Verhältnis A : 1 zu einander stehen, der Kreis 
X, — KK^ ist, der durch die Schnittpunkte von fiT, und K^ 
geht. Für A = 1 erhält man welchen Specialfall? 

Aufg. 12. Bestimme die Koordinaten des Mittelpunlrtes 
des Kreises K^ — i.K^ ^ und diskutiere das Resultat. 

Aufg. 13. Aus Aufg. 2 ergiebt sieh, dafs die Bedingung 
dafür, dafs die beiden Kreise: 

x^ -\- y^ ■■{- hx -j- cy -\- d '^ 
und: x'^ ■{■ p^ -^ biX -{- c^ij ■]- d^ = 

sich rechtwinklig schneiden, feöj + ccj = 2 {d -j- d^ lautet. Man 
kann daher stets einen Kreis konstruieren, der drei gegebene 
Kreise rechtwinklig sehneidet. Bestimme seine G-leichuug und 
zeige, dafs sein Mittelpunkt das E,adika,lcentrum der drei ge- 
gebenen Kreise ist. 

§ 38. Vermischte Aufgaben über den Kreis. 
Aufg, 1. Den Ort der Punkte zu finden, für welche die 
Summe der Quadrate der Abstände von zwei festen Punkten 
konstant ist. 
P Die Verbindungslinie der ge- 

gebenen Punkte A und A', deren 
Entfernung ■= 2c sei, werde zur 
X-Achse, ihre Mitte zum Anfangs- 
puntt gewählt. Die Entfernungen. 
' des Punktes P, dessen Ort zu suchen 

ist, seien r und )■' und es sei ferner r"^ -{■ r'^ = d^. Nun 
folgt aus: 
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,.3 = (c -- xf -\- if iinä r'^ = (c + .t)^ + y' 
die Gleichung: 

d. h.: 

■« + r = Y — c^ 

Der Ort ist also, so lange d^'>2c^ ist, ein Kreis mit als 
Mittelpunkt. 

Äufg. 2. Den Ort des Punktes zu fiiiden, für welclien 
das "Verhältnis der Abstände von zwei festen Punkten kon- 
stant ist. 

Wir wählen die Verbindungslinie der gegebenen Punkte 
A nnd B, deren Entfernung = c sei, zur a;-Ächse und A 
zum Anfangspunkt. Ist dann p^ = x, ao Fig. ss. 

folgt aus: 
PA^ = «^ + f, PB' = (c - xf + y' 
die Gleichung: 

(c — iB)^ -f ;/= 

oder; «^(1 — K^) + y^(l — k^) + ^ck^x — (?ti' = . 
Dies ist aber die Gleichung eines Kreises. Sclireibl- nia.n nie, 
in der Form: 

{" + Ä)' + »■ = (T^-"-?)- ' 
30 erkennt man, dafs die Koordinaten des Mittelpunktes C 
und der Radius des Kreises durch p = — '■T"l_""äj 2 ^ '^i 
r = c - -__ -j definiert werden. Aus j4.C' = ~- e ■ ^ folgt: 

Daher ist: 

d. h. der Kreis trifft die a^-Achse in zwei Punkten, welnlio die 
Strecke AB harmonisch teilen (§ 4). 

Aufg. 3. Von einem Dreieck kennt man die Basis AB --■= c 
den gegenüberliegenden Winkel j-. Man suche den Ort der 
Spitze C des Dreiecks, 
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Bezeichnet man die Winltel bei A und Jß resp, mit u 
und ß unti wählt die Mitte von AB zum Anfangspunkt, AB 
selbst zur «-Acliae, so erhält man, unter x, y die Koordinaten 
der Spitze C Terstanden, die Gleichungen: 



-tg(« + «. 



Setzt man aber in tg y = 



- tg « 1« ß 
tg « und tg ß ein, so erhält man nach leichter Reduktion: 

3!^ + y^ — c ■ ctg y . !/ — -^ = 

als Gleichung eines durch A und B gehenden Kreiaea. Be- 
stimme den Mittelpunkt und den Radius desselben und zeige 
die Übereinstimmung mit der bekannten planiraetrischen Tiö- 
Bung der Aufgabe. 

Aufg. 4, Von einem Dreieck kennt man die Basis AB = c 
und den gegenüberliegenden Winkel y. Man suche den Ort 
des Schnittpunktes der drei Höhen. 

Behält man die Dispositionen und Bezeichnungen der vor- 
hergehenden Aufgabe bei und nennt die Winkel, welche die 
zu A nnd B gehörigen Höhen mit AB einscWiefsen resp. a' 
und ß', HO findet man leicht a -^ ß' = y und sodann wie 
früher: 

Daraus ergiebt sich aber durch fast die gleiche .Rechnung: 

a;^ 4- j^ _|_ c . ctg y . 2/ — ~ = , 

d. h. der gesuchte Ort ist der Kreis, welcher zu dem in 
Aufg. 3 gefundenen Kreise in Bezug auf AB symmetrisch liegt. 

Aufg. 5. Von einem beliebigen Punkte B„ mit den ge- 
gebenen Koordinaten x^, y^ werden Strahlen nach allen Punkten 
P des Kreises a? '\~ y^ ^ r* gezogen und jedesmal die Strecke 
B^F durch einen Punkt B in dem konstanten Teiherhäitnis 
ji§ = l geteilt. Welches ist der Ort der Teilpunkte iS? 

Bezeichnet man mit « die Anomalie eines beliebigen Kreis- 
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punlites Pj so sind seiao Koordinaten r cos et 
nach die Koordinaten von li (§ 9) gleich: 



1 4- i ' " I + I 

Um die Gleichung des Ortes zu erhalten, eliminieren wir den 
Parameter ce (§ 29), indem wir nach cos « resp. siu e auflösen. 
Durch Quadrieren und Addieren der Gleich ung en : 

cos a = •■-'--- ■?-, sine == -■■■ ' ■ ;■' ^ 

folgt aber: 

In welcher Beziehung steht dieser Ei'eis nach Lage und 
Dimension v.u dem gegehenen ? 



Vieriea Kapitel. 
Die Ellipse. 

§ 89. Definition und Gleichung. 

Die Ellipse ist der Ort aller Punkte, für welche 
die Summe der Äbfitände von zwei festen Punkten 
konstant ist. 

Die beiden festen Punkte F und F' nennt man die Brenn ■ 
punkte, ihren halben Abstand ^,^ ^ 

die Exzentrizität der Ellipse. 
Die von irgend einem Punkte P 
der Ellipse nach den Brenn- ^ 

punkten gezogenen Strahlen ( 



heifsen Brennatrahlen. '^\^ 

Aus der Definition ergiebt V, 

sich die folgende mechanische 
Erzeugungs weise der Ellipse. Be- 
festigt man in den beiden Brennpunkten F und F' die Enden 
eines Fadens, dessen Länge gröfser als FF" ist, und führt 
einen Stift so, dafs er den Faden fortwährend gespannt er- 
hält, so beschreibt dieser Stift eine Ellipse. Aus dieser Eni- 



y Google 



— 82 -■ 

! erkennt man, wie auch aus der Definition, dafs 
die Ellipse eine geschlossene B'igui- ist. Um ihre Gleichung 
abzuleiten, wählen wir FF' als a;-Achee uncl den Mittelpunkt 
von FF' als Anfangspunkt eines rechtwinkligen Achsensystems. 
Es sei: 

FF'^ 2c, ^F = r, FF'= r 
und die konstante Summe der beiden Brenn strahlen r und r 
gleich 2a. Dann mufs r -|- / > 2c, folglich (t > c sein, 
Nun ist; 

r =^y{c — xj + /> »"'= V{c + xf -f- y^; 
man erhält daher als Grleichung der Ellipse: 



(1) l/(o"-i)> + s' + !/{« + «)' + !/■ -2«. 

Um dieselbe von den Wurzeln zu befreien, quadriere man, 

woraus sich ergiebt: 

2(^^ + / + cO + 2yW+if + f}f^Ac'x^ = Aa^ 
und durch nochmaliges Quadrieren: 

{x" -f «/^ + c^'f - 4cV = {{3? + f + c") — 2a^)l 
Durch Ausrechnen folgt: 

x? («^ — c") + y^a^ — a^ («^ — c^) = 0. 
Da M>c ist, 80 kann man zur Abkiiraung: 
(2) a^^(? = h^ 

setzen und erhält dann nach Division mit a^?)^ die Gleichung: 

Dieser Gleichung genügen alle Punkte, für welche: 
r -\- r «= 2a 
ist, d. h. alle Punkte der Ellipse. Dafs al ah 
diese Funkte die Gleichung (3) befriedigen, erl t a so 

Verbindet man einen beliebigen Punkt § le Ebe m t 
dem Antangspunlite 0, so mufe der Strahl OQ 1 e Ell p e la 
dieselbe eine geschlossene Kurve ist, in einem Punkte P 
schneiden. 

Die Koordinaten von Q seien %, «Jq, die von P mögen 
X, y heifsen. Dann ist -5 + t, = 1- Liegt nun Q näher hei 
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wie P, so hat man x^ < x, j/^ <y, folglich ^ + yf < 1- 
Liegt dagegen Qq auf der Verlängerung von P, d. h. iat 
x^'^x, Vb^y, so folgt: -V*4"^>1- Gleichung (3) wird 
daher allemal aber auch nur dann erfüllt, wenn (x, y) 
einen Punkt der Ellipse bedeutet, also ist (3) als die Glei- 
chung der Ellipse zu hezeichneu. 

§ 40. Diskussion der Gleicliung de]' EUipae. 
Sei (x, y) ein Punkt der Ellipse, also: 

(1) S + S-i- 

Da diese Gleichung nur die Quadrate von x und y enthält, 
HO wird sie auch von den Koordinaten des Punktes ( — a;, — y) 
befriedigt. Die Verbindungslinie von (x, y) und (— x, — y) 
geht durch den Anfangspunkt uud wird in ihm halbiert. 

Um umgekehrt die Schnittpunkte einer beliebigen, durch 
gehenden Geraden y = (iX mit der Ellipse zu bestimmen, 
hat man nm m (1) (tx an die Stelle von y zu setzen und 
nach j. aufzulösen. Man erhält die entgegengesetzt gleichen 
Äbsi,issen a = -1 — , der beiden Schnittpunkte, deren 

Ordinaten demnach y = ~\ — ,.^„ — . sind, d. h. die beiden 

Schnittpunkte sind symmetrisch zu gelegen. 

heifst daher der Mittelpunkt der Ellipse, jede durch 
ihn hindurchgehende Sehne ein Durchmesser, 

Die Ellipse liegt aber auch symmetrisch zu den Koordi- 
natenachsen, denn wenn (x, y) ein Punkt der Ellipse iat, so 
liegen auch die Punkte ( — x, y) und (x, — y) auf derselben. 
Die Ellipse wird also durch die Achsen in vier kongruente 
Quadranten geteilt. 

Aus der nach y aufgelösten Gleichung der Ellipse; 

(2) y-^lVa---:^ 
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erkennt man, dafa y nur ffir Werte von x zwiachen — a und 
+ a reelle Werte besitzt. Für x = + a wird y = 0, für 
a; = folgt j/ = + 6. Die Ellipse schneidet somit die iC-Äclise 
in zwei Punkten Ä, Ä', die Ordinatenachse in zwei Punkten 
B, ly, deren Entfernungen resp. AA'^2a, BB'= 2& sind, 
AA nennt man die grofse, BB' die kleine ÄclisCj beide 
zusammen die Hauptachsen und ihre Endpunkte die Scheitel 
der Ellipse. 

Für ,-!■ = c erhält man die beiden entgegengesetzt gleichen 
Ordinaten j/ = -j- — des Brennpunktes F. Man bedient sich 
gewöhnlich der abkürzenden Bezeichnung: 

(3) ¥-* 

und nennt p (die Ordinate des Brennpunktes F oder F') deji 

Halbparameter der Ellipse. 

Für b = a folgt aus «^ — 6^ = c^ dafs c = ist. Die 
Ellipse gebt dann, wie aus (1) oder (2) folgt, in einen Kreis 
mit dem Radius «über. Der Kreis ist also ein spezieller 
Fall der Ellipse, die beiden Brennpunkte sind im Mittel- 
punkte vereinigt und die beiden Hauptachsen sind einander 
gleich, 

Äufg. 1. Verbinde die Scheitel B, B' der kleinen Achse 
mit den Brennpunkten F, F' und beweise, dats dadurch ein 
Rhombus entsteht, dessen Seiten gleich a sind. 

Aufg. 2. Finde die Brennpunkte der Ellipse, deren Halb- 
achsen « = 5, ö •= 3 sind, 

Aufg. 3. Wie grofa ist die Exzentrizität c der Ellipse 

26 ^ 19 

Aufg. 4. Wie heifst die Gleichung der Ellipse, deren 
kleine Halbachse h = 'd und deren Halbparameter p ^= .1 ist? 

Aufg. 5. Bestimme die Schnittpunkte der Ellipse; 

36 ' 16 
mit den Winkelhalbierenden der Achsen. 

Äufg, 6, Bestimme die Endpunkte dei- durch y = (t.-B 
und y ^- --- fix dargestellten Durchmesser der Ellipse: 
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und diskutiure das Resultat. 

Aufg. 7. Untersuche, ob die Punkte (I; — 3); (- d; 1); 
(3; 2, 4) ionerlialb, auf oder aufserhalb der durch « = ö, 6 = 3 
char akter ig ierten Ellipse liegen. 

Aufg, 8. Bestimme die Halbachsen einer Ellipse, von 
welcher mau die Brennpunkte und den Halbparameter kennt. 

Aufg. 9. Berechne aus je zweien der vier Gröfsen 
a, h, Cj ß die beiden andern. 

Aufg. 10. Löse dieselbe Aufgabe durch Konstruktion, 

§ 41. Polargleieliung der Ellipse bezogen auf den Miitelpuakt. 
Ein beliebiger Funkt P der Ellipse: 

(1) S + S-i 

werde mit dem Mittelpunkte durch den Halbmesser 0]? 
verbunden. Be2eichneb man Ol? mit r und den Winkel, den 
OP mit der positiven Richtung der «-Achse bildet (die Ano- 
malie von P) mit u, so sind r, u die auf bezogenen Polar- 
koordinaten von P, dessen rechtwinklige Koordinaten x, y 
sich demnach durch: 

(2) IC =' j- cos if , 1/ = *■ sin n 

auadräcken lassen. Fuhrt man diese Werte in (1) ein, so 
kommt: 

oder: 

(3) ;i-'4^ + =$^- 

Dies ist die auf den Mittelpunkt bezogene Poiargleichung 
der Ellipae. Sie läfst sich auch in der Porm schreiben: 

('^) ''" "^ u'siu'M + 6'coa^M ■ 

Berücksichtigt man sin^ js = 1 — cos^ u und ferner a^ — b^ ■== c^, 

so erhält man hieraus: 

Man bedient aich der Bezeichnung: 



y Google 



(6) l~., (5<1) 

und nennt t die numerische ExzeiitriKität, wäkrond c, im 
Gegensatze hi(;i'z\i, auch die lineare Exaenti-iaität genannt 
wird. Mit Hülfe dieser neuen Bezeichnung geht (5) über in: 

Aus (5) erlüeniit man, dafs r für m = seinen gröTston 
Wert, nämlich a erhält, dafs r ßtetig abnimmt, weini *[ den 
ersteu Quadranten dui'cJiläui't und data für u ^-^ 90" r <len 
kleinsten Wert, nänihch b erreicht. 

Daraus ergiebt sich, dafa der um den Mittelpunkt mit 
dem Radius a beschriebene Kreis, welcher die Ellipse in den 
Scheiteln A und Ä' der grofaen Achse berührt, der Ellipse 
umschrieben ist, während der konzentrische Kreis mit dem 
Radius 6, welcher die Ellipse in den Scheiteln B und B' der 
kleinen Achse berührt, der Ellipse eingeschrieben ist. 

Gleichung (3) führt noch zu einem bemerkenswerten 
Satze. Konstruiert man nämlich zu OP=r den senkrechten 
Halbmesser 01^^= r, dessen Anomalie u' --= 90" -j- it ist, so 
hat man zunächst: 

C8) ^-==^"- + -'t.-- 

Da aber cos «'= — sin u , sin m'= cos tt ist, yo erhält mau 
durch Addition von (3) und (8): 

(9) h + h-i + h- 

d.h.; Die Summe der reciproken Quadrate zweier auf 
einander senkrecht stehender Halbmesser ist konstant. 

Aufg. 1. Bestimme die Länge der beiden Halbmesser, 
welche die Winkel der Achsen der Ellipse ■F-+ ^ = ^ 
halbieren. 

Aufg. 2. Bestimme für dieselbe Ellipse die Länge des 
zu der Geraden Tic — 2y = 3 parallelen Halbmessers. (Man 
hat sin u und cos u aus dem gegebenen tg «■ zu berechnen.) 



y Google 



._. 87 — 

Äufg. 3. ßestiirime für dieselbe EllipHü die Summe der 
reciproken Quadrate der zu den Geraden 7x-\-Ai/— 1=0 
und 4a; — 7?/ + 3 = parallelen Halbmessei' und verifiziere 
Gleichung (9). 

Aufg. 4. Berechne für dieselbe Ellipse die numerische 
Exzentrizität und gieb die Polargleiubung der Ellipse in den 
verschiedenen Formen an, 

Anfg. 5. Beweise aus Gleichung (3), dafs der Anfangs- 
punkt jede durch ihn gehende Gerade hiilbiert, also der Mittel- 
punkt der Ellipse ist. 

Aufg, 6. Beweise aus Gleichung (3), dafs au den Ächaeii 
symmetrische Durehmeasor einander gleich sind. 

Aufg. 7. Es seien zwei Ellipsen —^ -f- p- ^^ 1 und 
~ 4" fts = 1 gegeben, welche dieselbe numerische Exzentri- 
zität £ besitzen. Beweise, dafs nicht nur ß : Oj = 6 : fi^ ist, 
sondern dafs auch für je zwei Halbatrahlen r und r^ , die zu 
derselben Anomalie M gehören, /■ : r^ = « : «, ist. Die beiden 
Ellipsen sind ähnlich und ähnlich gelegen. Die Gleichheit der 
Exzentrizität zweier Ellipsen ist die notwendige und hin- 
reichende Bedingung für ihre Ähnlichkeit. 

Aufg. 8. Beweise die Gleichungen: 

insofern p den Halhparameter bedeutet. 

Äufg. 9. Drücke h, c, p durch a und s aus. 

Äufg. 10. Für die Bahn des Merkur ist e == (I, 2. Kon- 
sti'uiere eine Ellipse, welche der Merkurbahn ähnlich ist 
(Aufg. 7). 

Äufg. 11. Die Entfernung der Erde von der Sonne in 
Sonnennähe verhält sich zu derjenigen in Sonnenferne wie 
29 : 30. Berechne daraus das e der Erdbahn, 

Aufg. 12. Weichen Wert hat s, wenn c = b ist? 

Aufg. 13. Welchen Wert hat s. für den Kreis? 
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§ 42. Konstruktion der Ellipse mittels des i 
und des umschrieljenen Kreises. 




Konstruiert man zu der Ellipse; 

S + f-i 



den eingesebriebenon und don ura- 
achriebeuen Kreis, so lautet die 
Gleiebung des letzteren: 
(2) y-=Va^-x\ 

Bezeichnet man die zu derselben Abacisee 0M= x gehörigen 
Ordinaten MF" und MP des umsebriebeneu Kreises und der 
Ellipse resp. mit y und y, so folgt aus (1) und (2): 
(3) y':y==a:h, d.h.: 

Man erhält die Ellipse mit den Halbachsen a und &, 
indem man die Ordinaten des mit dem llndiiis a be- 
schriebenen Kreises in dem konstanten Verhältnis 
a : 6 verkürzt. 

Um diese Konstruktion anszuführen, zeichne man die beiden 
konzentrischen Kreise mit den Radien a tind h und ziehe durch 
den Mittelpunkt einen beliebigen Strahl OQF' . Zieht mau 
dann durch den Schnittpunkt Q dieses Strahles mit dem 
kleineren Kreise eine Parallele zur a^-Achse und durch den 
Schnittpunkt P' des Strahles mit dem gröfseren Kreise eine 
"Parallele zur j/-Achse, so ist der Schnittpunkt P der beiden 
Parallelen ein funkt der Ellipse, denn mau hat: 
MF': MF = MF': QR^0F':OQ, 



d. h.: 



Aufg 
6 = 3. 



y':y = a:h. 
Zeichne die Ellipse mit den Halbachsen « ■= 5, 



Im 



g 43. Konjugierte Durchmesser. 
)rhergehenden Paragraphen haben w: 



würdige Verwandtschaft kennen gelernt, welche 



eine merk- 
ischen einer 
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Ellipse uiicl dem ilir uiiisuhriebcuen Kveise Ijeatelit. (Giuiz ima,- 
loge Beziehungen besteheu aatürlieh auch zwiMchcu der Ellipse 
und dem eingescliriebenen Kreise.) Um diese Verwandtschaft 
noch eingehender zu studieren, gehen wir von folgender Defi- 
nition ausi 

Zwei PnnMe F und P' mit den rechtwinkligen Koordi- 
naten {x, y) und sc', y sollen entsprechende Punkte hoifsen, 



(1) Ä = ic' und y:y = h:a 

iat. In diesem Sinne sind also je zwei za derselben Äbsuisse 
gehörigen Punkte der Ellipse und des umschriebenen Kreises 
(§ 42) entsprechende Punkte. 

Da man zu einem Punkte P' den enteprechenden Punkt P 
findet, indem man die Abscisse von P' ungeändert läfst, dagegen 
seine Ordinate mit — multipliziert, so erhält man zu di;n 
Punkten P" der Geraden: 
(2) ,j-ii>, + n 

die entsprechenden Punkte P durch die Cileiclrnng: 



(3) 



fix -\- n), 



d. h. die Punkte P liegen ebenfalls auf einer Geraden. Wir 
nennen die durch (2) und (3) definierten Geraden ent- 
sprechende Geraden und bezeichnen sie mit f und f. Aus 
den Gleichungen von /' und f folgt, dafs zwei entsprechende 
Geraden sich in einem Punkte der a;-Achae treffen, wie sich 
auch nach der Definition entsprechender Punkte von selbst 
versteht. Zugleich zeigt eine einfache Betrachtung, dafs dem 
Mittelpunkte M' eines beliebigen Stückes P'^ von /" wieder 
der Mittelpunkt M des entsprechenden Stückes IPQ von f 
entspricht. Sind femer /" und f^' zwei parallele Geraden mit 
dem Hichtungsko effizienten fi, so haben die entsprechenden 
Geraden /' und f^ den gemeinschaftlichen Richtungskoeffizienten 
— p, sind also ebenfalls einander parallel. 

Nunmehr wollen wir alle diese Beziehungen anwenden 
auf die Ellipse: 
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(4) y = - Va'' --x' 
uiid den um schrieben cii Kreis: 

(5) y = y~a^^^x\ 

deren zu derselben Abscieae gehörigen Punkl;« in dorn oben 
angegebenen Sinne entsprechende Punkte sind. 

Die Gerade /" sclmeide den Kreis in zwei Punkten P', i^. 
Die entsprechenden Punkte P, Q liegen dann erstens auf der 
Ellipse und zweitens auf der Geraden f, sind also die Schnitt- 
punkte von /' mit der Ellipse. Der Mittelpunkt M' der Kreis- 
selme F'Q' und der Mittelpunkt M der Ellipsensehne JPQ 
sind dann eataprechende Punkte. Verschieben wir nun die 
Gerade f parallel zu ihrer ursprünglichen Lage, indem wir 
bei konstantem ji das n variieren, so rückt auch die ent- 
sprechende Gerade /' mit dem Richtungskoefflzienten - (t 

parallel zu sich selbst fort. 

Der Mittelpunkt M' der Kreiasehne F'Q' durchläuft bei 
dieser Verschiebung den zu /" normalen Durchmesser g', dessen 
Gleichung : 

(6) V--^" 

ist. Folglich durchläuft der Mittelpunkt M der Eilipsensühne 
eine Gerade g mit der Gleichung; 

CT »--U-. 

d, h. auch einen Durchmesser. Es gilt dtiher der Satz: 

1. Die Mittelpunkte paralleler Sehnen einer Ellipse 

liegen auf einem Durchmesser. 

Bezeichnet man die Winkel, welche die Geraden / und g 

mit der positiven Hichtung der «-Achse einschlielsen, mit k 

und /?, so folgt aus (3) und (7): 

(8) tg«=.-^f., tg^ = -ii, 
folglich : 

(9) 'g".tg/!l~^-^ 
oder : 

(10) c„.»i^™..iMi_o. 



y Google 



__. 91 _ 

Die Symmetrie dieser Gleiehimgeii m Bezug auf « uud ß 
lehrt, dafs wenn f mit der a;-Aclise den Winltel ß einschliersen 
■würde, der zugehörige Durchmesser ff notwendig mit der 
fli-Ächse den Winkel « bilden müfate. Konstruieren wir daher 
den zu f parallelen Durchmesser h, eo halbiert von den 
beiden Durchmessern g und h jeder die Sehnen, dio 
dem andern parallel sind. Zwei solche Durchmesser heiCsen 
konjugierte Durchmesser. 

Von zwei konjugierten Durehmessern kann man einen 
stets willkürlich wählen, den andern findet man dann in ein- 
deutiger Weise entweder analytisch durch Gleichung (9), oder 
geometrisch, indem man den Mittelpunkt einer beliebigen zu 
dem gegebenen Durchmesser parüllelen Sehne mit dem Mittel- 
punkte der Ellipse verbindet. 

Da zwei konjugierte Durchmesser der Ellipse die ent- 
sprechenden Geraden zu zwei auf einander senkrechten Durch- 
messern des umschriebenen Kreises sind (wie aus der ganzen 
Herleitung, besondeis deuthch aber aut. den GleiLhungen (^) 
zu ersehen ist, indem die entupi ebbenden Bichlung'.ko effizienten 

zu tg « und tg ß resp fi und smd), so kann man /u 

einem Durchmessei dei Ellipse den konjugieiten auch mittels 
des umschriebeneu Kreises finden nanilich so In lern End 
punkte P des Durchmessers sucht m m ät-n ents>piech enden 
Punkt P' des Kieises zeichne den iu OF" uoimalen ßadms 
OQ' und verbinde den zu Q entspiechenden Punlt Q mit 
Da tg K.tg ß stets ne^at v ist so muls von den Winkeln 
« und ß der eine ein spitzei dei andeie ein stumpfei Winkel 
sein, d. h.: 

II. Konjugierte Durehmeäsor werden durch die 
Achsen getrennt. 

Sei K der spitze, ß der stumpfe Winkel, so folgt: 
_ 6 £_6 

oder : 

(11) tg(|j-„)_-i±J^"°''-. 
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Da a spik ist, mufs ji positiv aehi. Es ist daher tg {ß ■— «) 
negativ, d. h. /3 — a ist ein stumpfer Winkel. Von den beiden 
Winkeln, welche zwei konjugierte Darchmeseer einschliefsen, 
wird daher der stumpfe stets von der kleinen Achse, dei- 
spitze von der grofsen Achse durchs ehnitten. 

Ans Gleichung (9) folgt, dafs (3 = 90** sein mufs, wenn 
ß = wird, d. h.: 

III. Die Hauptachsen sind konjugierte Durch- 
messer und zwar die einzigen, die auf einander senk- 
recht stehen. 

Ist nämlich ce von Null verschieden, so kann wegen (9) 
tg ß . tg (3 nicht gleich -— 1 sein. Nur wenn ß = 6, A. h. wenn 
die Ellipse ein Ereis ist, besteht die Gleichung tg « . tg ß = -— l 
für alle Paare konjugierter Durchmesser. Wenn also eine 
Ellipse zwei Paare auf einander senkrecht stehender kon- 
jugierter Durchmesser besitzt, so ist sie ein Kreis und dann 
stehen j e zwei konjugierte Durchmesser auf einander senkrecht. 
Satz III führt zu einer einfachen Konstruktion der Achsen 
einer Ellipse, die gezeichnet vorliegt. Man beschreibe über 
einem (ans Satz I zu konstruierenden) Durchmesser einen 
Halbkreis, verbinde den Schnittpunkt, den dieser mit der 
Ellipse bildet, mit den Endpunkten des Durchmessers und 
ziehe zu diesen Sehnen durch den Mittelpunkt Parallelen. Da 
diese jene Sehnen halbieren und ubeidies auf einander senk 
recht stehen, so sind sie die Achsen 

Auf g. 1. In den einer Ellipse umschiiebenen Krei-^ zen-hne 
man in symmetrischer Lage zu den Achsen em reguläres Acht 
eck und dazu die entsprechende l^ui dei Ellipse 

Aufg, 2. Welches Paar konjugierter Duichme&sei liegt 
symmetrisch zu den Achsen? (Man benutze die l utspi echt n den 
Durchmesser des Kreises oder Gleichung ( 9) und bexück 
sichtige § 41, Auff, b ) 

Aufg. 3. Man bestimme den itchtung kocthzi nten des- 
jenigen Durchmessers dessen konj gieitei untri 45 geneigt 
ist, und konstriierc, auL-h den Duielmes ti mit Hilfe des 
iises. 
Aufg. -1. E Dirclmr i liele si h vo k = 
ß = 90"; wt, Uwegt wl li loj itit 
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da.Cs dio Paare koiijugicrtoc Durchmesser sich gegeni^eitig 
trennen. 

Aufg. 5. Man konstruiere die Schnittpunkte einer Gfe- 
raden mit einer Ellipse, von der nur die Hauptachsen gegeben 
sind, ohne die Ellipse selbst zu zeichnen, mit Hilfe der Sätze 
von den entsprechenden Punkten, 

Aufg. 6. Es sei (x^, y^) ein Punld der Ellipse, folglich 
x^i — yx-^ = die Gleichung des zugehörigen Durchmessers, 
Beweise mit Hilfe von Gleichung (9), dafs der konjugierte 

Durchmesser die Gleichung ~- + ^ = besitat. Bestimme 

hieraus die Koordinaten seiner Endpunkte. 

Aufg. 7. Beweise mit Hilfe des umschriebenen Kreises, 

dafs jede Gerade die Ellipse in zwei Punkten schneidet, die 

reell und verschieden, reell und zusammenfallend, oder imaginär 

sein können. 

§ 44. Die Gleichimg der Ellipse, bezogen auf zwei konjugiertre 
Durchmesser als schiefwinklige Koordinatenachsen. 
Die auf die Hauptachsen bezogene Gleichung der Ellipse sei : 

(1) 5+|i-i. 

a und h seien also die Halbachsen. 

Zwei konjugierte Durchmesser mögen nun mit der posi- 
tiven .X-Achse die Winkel a und ß ein schlief sen, so ist (g 43, (10)) : 

(2) »^«.p_^».™..|!_„^ 

Sind die beiden zu cc und j5 gehörigen Durchmesser resp. 
gleich 2a' und 2h', so bestehen zwischen d und « eiuerneits, 
6' und ß andrerseits die Relationen (§ 41): 

(3) ^ + ^- = ^. 

Wählt man jetzt die beiden durch tt und ß bestimmten Durch- 
messer als a:"- Achse resp. ?/'- Achse eines neuen schiefwinkligen 
Koordinatensystems, so gel ton die Transformationsfor mein (§ 15): 
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X = ix'cos a + «'cos |3, 

(5) , , . 

y = x sma -{- y sin ß. 

Führt mau aber diese Werte von x und y in (1) ein und be- 
rücksichtigt (2), (3) und (4), so ergiebt sich (vergleiche auch 
Aufg.3, §15): 

(6) S + S-1 

als Gleichung der Kllipse, bezogen auf die konju- 
gierten Durchmesser 2a' und 2b'. 

Diese Gleichung setzt die im vorhergehenden Paragraphen 
besprochene (schiefe) Symmetrie tier Ellipse in Bezug auf 
zwei konjugierte Durchmesser in Evidenz. Sie ist genau von 
derselben Form, wie die auf die Hauptachsen bezogene ElHpsen- 
gleichong, welche sie als speziellen Fall enthält. 

Aufg. 1. Man suche die Gleichung der Ellipse mit den 
Halbachsen a und h, bezogen auf die beiden zu den Achsen 
symmetrischen konjugierten Durchmesser. i\Iau findet: 

x'^ + y'^ '= a'^, 
wo d noch zu bestimmen ist. 

Aufg. 2, Man transformiere auf die beiden konjugierten 
Durchmesser, von denen der eine unter 45° gegen die Haupt- 
achse geneigt ist. 

§ 45. Die Tangente in einem Punkte der Ellipse. 

Entspicchend der allgemeinen, § 34 gegebenen Definition 
der Tangentp emei Kurve in einem Punkte P^ betrachten wir 
die Tangente dei Ellipse in einem Punkte P^ als die Grenz- 
lage, welcher sich die Sekante F-jP^ nähert, wenn der zweite 
Schnittpunkt P^ mit P, zusammenfällt. 

Hei letzt die auf die beiden konjugierten Durchmesser 2a' 
und 2b' als /- und y Achsen bezogene Gleichung der Ellipse: 

Zwei beliebige Punkte P, und Pg der Ellipse mögen die 
Koordinaten x^, y, und x^, y^ haben, dann lautet die Glei- 
chung der Sekante P-^ Py : 
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,/. -t- ft'. -L. vs -1- 6'. 



oder: 

l'ft\ ya "g/ i _ i»!' '^s + ^i 

^'^> ^, ~ ^: «■=" y. + !/. ' 

so dafs wir die Gleichung der Sekante P,F^, in der Form 
sehreiljen können: 

V — V, = ■ TW ■ (X — X,). 

Lassen wir mm P^ mit P^ zusammenfalleii und setzen dem- 
nach Xi = Xi, »/a = ^i, so erhalten wir aJa Gleichung der 
Tangente im Punkte P^: 

(4) ?/ - «/i = — -^ (^ - a\). 

Eine einfache Umformung führt zu: 

^^ _!_ ^^ _ V _j_ V 
a' "•" V^ a^ ' 6'' 

Da aber Pi auf der Ellipse liegt, ist die rechte Seite gleich 1, 
sodafs die Gleichung der Tangente die Form annimmt: 

(5) "t + 'ft-l- 

Änfg. 1. Bezieht man die Gleichung der Ellipse auf die 
Halbachsen a und i, so lautet die Gleichung der Tangente in 
(*it Vl)' -^"I" Is"=1- Man leite diese Gleichung dadurch ab, 
dafa man für den entsprechenden Kreispunkt (x^' , j/^') die Glei- 
chung der Tangente x'Xi -f- i/y^' = a^ aufstellt und zu dieser 
die entsprechende Gerade aufsucht, welche dann die Tangente 
in (iCi, ^i) ^s*-' (Mau hat ^' = 0;, x^'^x,, y'== -, y, y,'= ,- fh 
zu setzen,) 

Äufg. 2. Bringe die auf die Achsen bezogene Taugenten 
gleiehung auf die Normalform. 
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Aufg. 3. Bestimme die Achsenab schnitte der Tangente 

Aufg. 4. Konstruiere die Tangente im Punkte (x^, y,) 
mit Hülfe der Bemerkung, dafs die Tangente in dem ent- 
sprechenden Kreispunkte (x^', y^') denselben Abschnitt auf der 
grofsen Achse bestimmt, wie die Ellipsentaugente. 

Aufg, 5. Man suche den Berührungspunkt und die Glei- 
chung derjenigen Tangente der Ellipse -^ -]- ^ = 1 , welche 
der Verbindungslinie der beiden Scheitel Ä und B (§ ■^0) 
parallel ist. 

Aufg. 6. Unter welcher Bedingung berührt die Gerade 

Ax-\-By + C=0 die Ellipse J + |^ = 1 ? (Eine Ver- 
gleichung mit ~ty + ^r = 1 tunrt zu X^ = — a" -^ , 
y^ = — ?)'^ -j - Setzt man diese Werte in die Ellipsen gleichung 
ein, so erhalt man die gewünschte Bedingung in der Form 

Aufg. 7. Beweise aus Aufg. 6, dafs zu jeder Richtung 
zwei parallele Tangenten gehören, deren Berührui^spunkte die 
Bndpunkte desselben Durchmessers sind. 

§ 46. Tangenten und Durehmesser. 
Setzt man in der auf die beiden konjugierten Durch- 
messer 2a' nnd 26' bezogenen Tangentengleichung: 

das eine Mal y-^ = 0, a;^ =^ d, das andre Mal j/j = 0, .«j = — d, 
so erhält man die Gleichungen der beiden Tangenten in den 
Endpunkten des Durchmessers Sa, nämlich a! = (i' und «= — d. 
Dies sind aber die Gleichungen zweier Parallelen zur j/-Achse, 
d, h. zum konjugierten Durehmesser 26'. Es folgt daher 
(vergl. I 45, Aufg. 7); 

L Die Tangenten in den Endpunkten eines Durch- 
messers sind dem konjugierten Durchmesser und 
folglich auch einander parallel. 
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Man kann diesen Satz, uucli so ahkiten, dafs man eine 
Sehne parallel zu sich so lange verschiebt, bis ihre Schnitt- 
punkte zusammengefallen sind und die Sehne Kur Tangente 
geworden ist. Der zu dem Berührungspunkte gehörige Durch- 
messei; ist dann als Ort der Mittelpunkte der parallelen Sehnen 
zu der Richtung derselben konjugiert. 

Bestimmt man für die beiden zur aj-Achae, d. h. zum 
Durchmesser 2 a' symmetrisch ge- ^^^ ^^ 

legenen Punkte (rcj, j/,) und (a^i, — y,) 
die Tangenten und berechnet, indem 
man y = Q setzt, für beide den 
Abschnitt auf der a:-Achse, so findet 
man beide Male denselben Abschnitt 
0?'i=^» <ä. h.: 

11. Zwei beliebige Tangeuten der Ellipse treffen 
sich stets in einem Punkte desjenigen Durchmessers, 
welcher die Vorbindungslinie ihrer Berührungspunkte 
halbiert. 

Schreibt man die Gleichung 0'J\ = ' in der Form 
OT^.OM^^d'^^Oq^ = 0Q'^, so erkemiL man, dal's Q, 
Q', Mj, T^ harmonische Punkte sind. 

Zwei Sehnen, welche einen beliebigen Punkt der Ellipse 
mit den Bndpunkten eines Durchmessers verbioden, heifsen 
Supplementarsehneu. Zieht man zu zwei Supplementar- 
sehnen parallele Durehmesser, so werden jene von diesen, 
halbiert, von den beiden Durchmessern halbiert also jeder 
eine Sehne, die dem andern parallel ist, d. h.i 

III. Die zu irgend einem Paare Supplementar- 
sehneu parallelen Durchmesser sind konjugiert. 

Denken wir einer Ellipse ein ganz behebiges Parallelo- 
gramm umschrieben, indem wir in den Endpunkten zweier 
(nicht notwendig konjugierter) Durchmesser PR und QS die 
Tangenten konstruieren, so bilden die Berührungspunkte P, 
Q, E, S ein der Ellipse eingeschriebenes Parallelogramm. 
Zieht mau nun die zu den Seiten dieses Parallelogramms 
parallelen Durchmesser, so sind diese nach Satz III konjugiert 
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niicl lialbieroi die Seiten rlüs eiiigescli rieben eil Parallelogramms. 
Infolge von Satz II gehen dann aber diese Durchmesser durch 
die Ecken T, U, V, W des umschriebenen Parallelogramms, 
d. h, sie sind die Diagonalen desselben. Es gilt daher der Sat«: 
j,;g g, IV. Die Diagonalen 

eines jeden der Ellipse 
umschriebenen Paral- 
lelogramms sind kon- 
jugierte Diarchmeseer. 
Wir wollen endlich 
noch die Gleichung der 
Ellipse ableiten, wenn Kur 
9;-Ächse ein beliebiger 
Durchmesser 2a und aur 
(/-Achse die in dem einen Endpunkte von 2a konstruierte 
Tangente gewählt wird, welche dann nach I dem konjugierten 
Durchmesser 2b' parallel ist. Die auf 2a und ' 
Ellipsengleichung lautet; 




(1) 

Um auf die 
ungeändert zu li 



I = 1- 



1 Achsen ku transformieren, hat man y 
und X durch x — d zu ersetKen f§ 6), 
indem wir der Einfachheit halber auch für die neuen Koor- 
dinaten die Bezeichnungen x, y (statt x', y") wählen. 
Man erhält dann: 



(^ 



■ ay 



r=l 



oder: 

(2) y^ ^2 ~T X — -r,- x\ 

Für den Fall rechtwinkliger Koordinaten haben wir n' = a, 
h'^^b, ^ = jj, wo ^ den Halbparameter bedeutet, und es geht 
dann (2) über in: 

(3) ?/ = 2ii a; - -2 x\ 

Wählt man die beiden symmetrisch zu den Hauptachsen 
gelegenen koujugiei-ten Durchmesser als Koordinatenachsen 
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(§ 44, A.ufg. 1), so iat «'= b' und die Glßirlniiigcn (1) 
und (2) nehmen dann die Form an: 

(4) x^ -\-y^ = o'ä 
und 

(5) y' = 2a'x — x'. 

Diese Gleichungen stimmen genau mit der Mittelpiinkts- 
gleichung resp, Scheitel gleichung des Kreises Überein (| 31, 
Gl, (6) und (3)). Während sie aber bei dem Kreise filv un- 
zählig viele rechtwinklige Koordinatensysteme gelten, 
finden sie bei der Ellipse nur für ein einziges und zwar 
schiofwinliliges Achsensystem Anwendung. 

§ 47. Die exeeßti'iaelie Anomalie, 
Schreiben wir die auf die Hauptachsen bezogene Ellipseii- 
gleichung in der Form: 

(!)■ (f + (f)'=l. 

SO erkennen wir, daTs die echten Brüche — und y als Cosinus 

reap. Sinus desselben Winlsels v angesehen werden können. 

Setzen wir nämlich: 
(2) ic = c[ cos V, y = 6 sin s? , 

so erhalten wir aus diesen Gleicliuugen für jeden Wert von 
V ein Zahlenpaar x, y, welches der Gleichung (1) genügt, denn 
CS ist allemal: 

©' + (!) = -''' + -'•->■ 

Umgekehrt erhält man für jedes Zahlenpaar x, y, welches der 
Gleichung (1) genügt und nur für solche aus den Gleichungen (2) 
einen ganz bestimmten Wert von v. Da also Gleichi\ug (1) 
und die Gleichungen (2) genau dieselben Zahlenpaare x, y 
definieren, so sagen wir, die beiden Gleichungen (2) seien der 
einen Gleichung (1) äquivalent. Man nennt den variabeln 
Parameter v, mit Hülfe dessen man sämtliche Punkte der 
Ellipse darstellen kami, die excentrische Anomalie des 
X-'unktes (x, y). Da ein Punlit der Ellipse vollständig durch 
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seine escentrisehe Anomalie bestimmt ist, so können wir den 
Punkt (x, y) der Ellipse auch kurz den Punkt (v) nennen. 

Aus der Figur des § 42 ergiebt sich aber auch sofort die 
geometrisehc Bedeutung von v. Trifft nämlich ein beliebiger 
durch den Mittelpunkt der Ellipse gezogener Strahl den ein- 
geschriebenen Kreis in Q, den umschriebenen Kreis in P', so 
hat der zugehörige EUipsenpunkt (man vergl. die a. a. 0. be- 
schriebene Konstruktion) dieselbe Abscisse wie P' und die- 
selbe Ordinate wie Q. Da aber anderseits die Koordinaten 
von P resp. a cos v und 6 sin v sind, so folgt, daCs v gleich 
dem Winkel ist, welchen der Strahl OQP' mit der positiven 
lüehtung der «-Achse bildet, d. h.: 

Die excentrische Anomalie eines Ellipsenpunktes 
ist die Anomalie des entsprechenden Punktes des um- 
schriebenen Kreises. 

Äufg. 1. Bestimme die excentrische Anomalie des Punktes 
(3; — 1,6), der Ellipse £ + x = 1- 

Aufg. 2. Durch welche Gleichungen wird die excentrische 
Anomalie eines Punktes der Ellipse — + |r = 1 definiert, 
welcher senkrecht über einem Brennpunkte liegt? 

Aufg, 3. Bestimme die Koordinaten des Punktes v^iö". 

Aufg. 4. In welcher Beziehung stehen die escentvischcn 
Anomahen der Endpunkte eines Durchmessers? 

§ 48. Weitere Sätze über konjugierte Durchmesser. 

Sei P ein beliebiger Punkt der Ellipse -^ + ', .t=1. 
Bezeichnet man mit v seine excentrische Anomalie, mit x, y 
seine rechtwinkligen Koordinaten und mit d den zagehörigen 
Halbmesser OP, so hat man: 

X = a cos V , ^ =^ ö sin v , 
a'^ = a;' + ^/^ 
folglich : 
(1) d^ = a^ cos^ » -j- Ö^ sin^ v. 

AiiH der § 43 gegebenen Konstruktion des 7,11 OP kon- 
jugierten Halbmessers OQ, welche a.uch die nachstellende Figur 
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Kur Darstellung bringt, folgt, tlafs dor Endpunkt Q diu exceii- 
triscbö Anomalie v + 90" besitzt und somit seine Koordinaten 




resp. ~ a sin v und h coa v sind. Setzt nmn nun OQ = h', 
so folgt: 

(2) h''- = a^sm^v^b'''ioa^v. 
Addieren wir (1) und (2), so erhalten wir; 

(3) «"' + IP -u' + b', 

ä. h,: I. Die Summe der Quadrate zweier konjugierter 
Halbmesser ist konstant und awar gleich der Summe 
der Quadrate der Halbachsen. 

Um den Inhalt des von den beiden konjugieiien Halb- 
messern OF und OQ gebildeten Dreiecks OPQ zu berechnen, 
haben wir nur die Koordinaten a cos v, h sin v, resp. ~ a sin v, 
bcosv der Ptmlrte P und Q in die Formel: 

einzusetzen und erhalten: 

(4) J-iab, 
in Worten: 

n. Das durch die Verbindung der Endpunkte 
zweier konjugierter Halbmesser entstehende Dreieck 
hat einen konstanten Inhalt. 

Da der Inhalt des Dreiecks OPQ abei' auch durch 
^db' sin 0) ausgedrückt worden kann, insofern w den von den 
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beideii konjugierten Durclimessorn ejugeadiloyseueii spilami 
Wiiiliiil bedeutet, so erhalten wir aus: 

^ab = \a'h' sinfo 
die Kelation: 
(5J 3in(o = |-^v, 

durch welche mau den von den beiden konjugieviieii Diirdi- 
measern 2ffl' und 2?»' eingeschlossenen spitzen Winkel, den 
sogenannten Konjugatiouswinkel, berechnen kaTui. 

Der Eonjugatioiiswinkel wird seinen kleinsten Wert er- 
halten, wenn das Produkt aV seinen gi-öfsten Wert annimmt. 
Nun ist: 

2 dV = a"^ -\- h'^ -~ {a — Vf = o^ -j- ii^ — {a — h'Y, 
woraus man erkennt, dafs für a'=V das Produkt dV ein 
Maximum wird. Dieser Fall tritt ein, wenn die Anomalie von 
d gleich 45" wird; dann folgt aber aua (1) und (2) (oder auch 
aus Satz I): 
(6) „■.^s-.^^i?. 

Der Neigungswinkel « von d wird dann durch tg u -■■-■■ — 
bestimmt (§ 43, Äufg. 2 und § 44, Äufg. 1), inBofern wir, wie 
dies in der Figur geschehen ist, « als den spitzen und den 
Neigungswinkel ^ von h' als den stumpfen Winkel voraussetzen. 

Wir sehen also: 

111. Unter allen Paareir konjugierter Durchmesser 
schliefst das Paar der gleichen, zu den Hauptachsen 
symmetrisch gelegenen konjugierten Dui'chmosser den 
kleinsten Konjugationswinkel ein. 

Bezeichnen wir mit ö den Abstand OL des Mittelpunktes 
von der Tangente in P, die ja zu OQ para.llel ist, so ist 8 
zugleich der Abstand des Punktes P von OQ und demnach 
das Dreieck OTQ auch gleich \ i'p. Durch Vergleichen njit 
^ah ergiebt sich dann aber; 

Diese Gleichung können wir auch direkt ableiten. Setzt man 
nämlich in die Gleichung — j^ -|- - ; = 1 einer EUipseutangente 
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für die Koordijüitoii dea BerüIiruügapiLiikiea (a^j , y^) diu Koor- 
dinaten vou P, nämlich a cos v, ö aiu v ein, ao erhält mau die 
Gleichung der Tangente in P in der Form: 
(8) ijj». _j^ .j«. _ j 

Aus dieser Gleichung findet mam den Ähatand S der Tangeute 
vom Anfangspunkte (§ 22), nämlich: 



v-VhU 



Der Nenner ist aber zufolge Gleichung (2) gleich h' . 

Wir wollen endlich noch den Abstand 8 dey Aufiings- 
punktes von einer Ellipsentangente mit Hülfe der liichtiing 
derselben ausdrücken. 

Soll eine beliebige Gerade a; cos « + ?/ sin « — ^ = 0, dereu 
ßiclittiiig durch a charakterisiert ist (§ 22), die Ellipse be- 
rühren und hat der Berührungspunkt die escentrische Anomalie 
V, so mufs sich die Gleichung der gegebenen Geraden auf die 
Form (8), d. h. auf die Form: 

bringen lassen. 

Durch Vergleichen ergiebt sich: 

(9) cos V = — TT—, sinw =^ - — ^ — , 
woraus man erhält: 

(10) *= + l/«'"coE^~« +"^^"sin^". 

Zu jeder Richtung erhält man daher zwei parallele ElÜpsen- 
tangenten, deren Abstände vom Anfangspunkte entgegengosetzt 
gleich sind. Ihre Berührungspunkte sind die Endpunkte des- 
jenigen Durchmessers, dessen Richtung der gegebenen Richtung 
konjugiert ist. 

Aufg. 1. Sprich Satz II in der Form aus: Die Parallelo- 
gramme, welche entstehen, wenn man die Endpunkte irgend 
zweier konjugierter Durchmesser verbindet, sind Inhalts gl ei eh. 
Beweise, dafs auch die Parallelogramme, welche durch die 
Tangenten in den Endpunkten konjugierter Durchmesser ge- 
bildet werden, konstanten Inhalt haben. 
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Aufg. 2. Beweise Satz III mit Hülfe Gleichung (11), § 43. 
Es ist nämlieli in dieser Formel ft = tg v, wenn v die exoeu- 
trische Anomalie des Endpunktes des zn « gehörigen Durcli- 

messera bedeutet; daber ist = ----■ Dieser Ausdnick 

wird aber für v = 45'* ein Minimum. 

Aufg. 3. Berechne mit Hülfe der vorhergelienden Auf- 
gabe oder auch der Gleichungen (5) und (6) die trigonome- 
trischen Funktionen des kleinsten IConjugationswinkels. 

Anfg. 4. Aus der Länge d eines Halbmessers berechne 
man die zugehörige escentrische Anomalie v und den Winkel 
K, den a mit der a;-Achse bildet. Mit Hälfe von (1) findet man: 

Aufg. 5. Einem gegebenen Parallelogramm mit den Dia- 
gonalen 2a' und 2&', deren spitzer Winkel gleich ra sei, kann 
stets eine, aber auch nur eine Ellipse unisclirieben werden, 
für welche jene Diagonalen konjugierte Durchmesser sind. 
Man findet nämlich zunächst die Achsen a und 6 in eindeutiger 
Weise aus «^ + l»^ = d^ -\- h'^ und dV sin ra = «fc und zwar 
erhält man; 

Die Lage der Achse a findet man dann aus dem in Anfg. 4 
gegebenen Ausdruck für tg «. 

Aufg. 6. Führe die vorhergeheude AuFgiibe durch für 
o'= 13, &'= 6, sin (o = ^ij. 

Aufg. 7. Für die Abstände 8 und ä' aweier zu einander 
senkrechter Tangenten an die Ellipse hat man: 

tfä ^^ ((Ä eogäp, _|_ ja gjj^a ^^ §'^ = a^ ein^H -{- ^j^ cos^«, 
folglich d^ -f ö^^ "= ffl^ + &^. Beweise daraus, dafs der Ort 
der Schnittpunkte zu einander senkrechter Tangenten der mit 
dem Radius l/«^ -|- ^^ um den Mittelpunkt der Ellipse be- 
schriebene Kreis ist, 

§ 49, Pol und Polare. 
Die auf zwei konjugierte Ourchuieswov 2a' und 2i' be- 
zogene Gleichung einer Ellipse lautet: 



y Google 



Es seien uun zwei beliebige Punkte P^ und P^ gegeben, tiereii 
Koordinaten Xi, y^ und x^, y^ sich auf dieselben schiefwink- 
ligen Achsen 2a' und 2&' beziehen sollen. Um die Sclmitt- 
punkto der Geraden F^, P^ mit der Ellipse zu bestimmen, er- 
innern wir uns, dafs ein jeder Punkt P der Verbindungslime 
PjPg durch die Koordinaten: 

'^'^J ^ — 1 + i ' 2' — - 1 4- A 

dargestellt werden kann, insofern A das Teilverhältais von P 
in Beaug auf PiPi bedeutet. Soll P iuicb auf der Ellipse 
liegen, so müssen seine Koordinaten der Gleichung (1) ge- 
nügen, d. h. es mufs sein: 

oder geordnet; 

Die beiden Wurzeln X^ und A^ dieser qiiadratischen Gleichung 
stellen die Teilverhältnisse der Schnittpunkte von P^, P^ mit 
der Ellipse dar. Eine jede Gerade trifft daher die Ellipse in 
zwei Punkten, deren Realität von der Diskriminante der 
quadratischen Gleichung abhängt (§ 43, Aufg. 7). 

Liegen zufällig die Punkte I\ und P^ so, dafs der Koef- 
fizient von 2A, nämlich -^ -j- —^ — 1 verschwindet, so sind 
die Wurzeln von (3) einander entgegengesetzt gleich und es 
bilden dann die Punkte Pj und Pg mit den Schnittpunkten 
Si und S^ (falls diese überhaupt reell sind) eine harmonische 
Gruppe. Sollen umgekehrt P^, P^, S^, S^ harmonische Punkte 
sein, so mufs Aj ^ — Ag, d. h. ^^ -\- j^ — 1^0 sein. 

Dies vorausgeschickt, . sei jetzt P^ ein fester Punkt. Wir 
legen durch ihn alle möglichen Strahlen und bestimmen jedes- 
mal zu Pj und den beiden Schnittpunkten S, und S^ (falls 
dieselben überhaupt reell sind) den vierten h arm oni sehen 1\ 
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Kiigeonlnetuii l'unlit 1\. Diu Koot\liri;iici] von ^ 
iillemal der Gleichung: 

(4) ?* + f^-l 

gemigeu und umgekehrt ist jeder Punkt, deaseu Koordinaten 
(4) befriedigen, so gelegen, dafs seine Verbindungeliiiie mit F-^ 
durch die Ellipse harmonisch geteilt wird, falls sie dieselbe 
überhaupt in reellen Punkten trifft. Da aber (4) die Gleichung 
einer Geraden ist, so folgt: 

Zieht man von einem beliebigen Punkte Strahlen 
nach einer Ellipse und bestimmt jedesmal zu den beiden 
Schnittpunkten und dem gegebenen Punkte als ku- 
geordnetem den vierten harmonischen Punkt, so ist 
der Ort dieser vierten harmonischen Punkte eine ge- 
rade Linie. 

Man nennt diese Gerade die Polare des gegebenen Punktes 
und diesen den Pol der Geraden. 

Liegt Pi innerhalb der Ellipse, so liegen die vierton 
harmonischen Punkte alle aufserhalb (§ 4), die Polare 
schneidet daher die Ellipse nicht. Befindet sich dagegen 
P^ aufserhalb, so erhält man für jeden Strahl, welcher die 
Ellipse in reellen Punkten triÜt, einen innerhalb gelegenen 
vierten harmonischen Punkt, die Polare trifft dann die 
Ellipse in zwei reellen Punkten. Sei Pj ein solcher 
Schnittpunkt, so erfüllen die Koordinaten x^ , y^ desselben 
nicht nur Gleichung (4), sondern es ist auch ^ + ??, — 1^0, 
d. h, die Wurzeln Aj nnd Aj von (3) werden beide unendlich grofs 
(vgl. § 56), die Schnittpunkte S^ und 8^ fallen daher mit 1\ 
zusammen, sodafs PiT^ die Ellipse in P^ berührt. Um- 
gekehrt liegt der Berührungspunkt jeder von P^ an 
die Ellipse gelegten Tangente auf der Polaren von P^. 
Denn sei etwa P' mit den Koordinaten xJ, y ein solcher Be- 
rührungspunkt, so wird die Gieichuixg seiner Tangente durch 
Pi befriedigt, d. li. es ist ^ + 1|- = 1. Diese Gleichung 
sagt aber aiigleicb aus, dafs x, ij die Gleichung (4) befriedigen, 
dafs also P' auf der Polaren von P, liegt. Zugleich geht 
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hieraus hervor, dafs von jüdum aufrferhiilb ^ijlogüLHii 
Punkte zwei reelle Tangenten au die Ellipse gelegt 
werden können. 

Nehmen wir endlich an, der Pol P, liege auf der 
Ellipse, dann atellt (4) die öleichung der Tangente von P^ 
dar, d. h.; Die Tangente einer Ellipse ist die Polare 
ihres Berührungspuukfcea, dieser der Pol seiner Tan- 
gente. Dasselbe zeigt auch Gleichung (3); denn wenn der 
Koeffizient von X und das absolute Glied verschwinden, so ist 
A^ = Ag = 0, d. h, die beiden Schnittpunkte S^ und S^ von 
Fj^l\ fallen zusammen, aodafs Pg allemal auf der Tangente 
von P[ liegen mufs. 

Aufg. 1. Man konstruiere zu einem beliebigen Punkte P 
iu Bezug auf eine Ellipse die Polare mittels des vollständigen 
Vierecks. Man lege durch P zwei Strahlen, welche die Ellipse 
resp. iu üj, Pa und S^, S^ schneiden mögen. Die Verbindungs- 
linie des Schnittpunktes von BiS-^ und B^S^ mit dem Schnitt- 
punkte von P^Sj und iJa^a ist die gesuchte Polare (§ 28). 

Aufg. 2. Pi liege aufserhalb der Ellipse. Man suche 
die für diesen Fall ausgesprochenen Satze geometrisch dadurch 
abzuleiten, dafs man den durch P, gezogenen Strahl dreht, bis 
seine Schnittpunkte zusammenfallen. 

Aufg. 3. Man überlege an Hand der Zeichnung, wie sich 
die Beröhrungssehne, d. h. die Verbindungslinie der Berüh- 
rungspunkte der beiden von dem aufserhalb gelegenen Punkte 
P^ au die Ellipse gelegten Tangenten bewegt, wenn P^ sich 
immer mehr und mehr der Ellipse nähert. 

Änfg. 4. Einer Ellipse sei ein beliebiges Viereck ein- 
geschrieben. Die Schnittpunkte von ]e zwei Gegenseiten heifsen 
die drei Diagonalpunkte. Beweise, dafs jeder derselben der 
Pol der Verbindungslinie der beiden andern ist. 

Aufg. 5. Man konstruiere von einem aufserhalb einer 
Ellipse gelegenen Punkte die beiden Tangenten an dieselbe 
mittels der Polaren (Aufg. 1). 

§ 60. Lehrsätze über Pol imd Polare. 
Zu jedem Punkte Pj existiert eine ganz bestimmte Po- 
lare, deren Gleichung: 
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(1) fJ + P-l 

WUT. Aber iiuch umgekehrt kann jede Gerade: 

(2) Ax -\- By -\- Ü ^ 

als dio Polare eines ganz bestimmten Poles aufgefafat werden. 
Die Gleichungen (1) und (2) werden nämlich identisch, wenn 



oder: 

(3) Xi= — jj a \ y,=^~ 'p h \ 

Es ist daher ^a: + J3y + C = die Polare des durch (3) 
definierten Punktes. Die Formeln (3) werden für = illu- 
sorisch, insofern dann x^ und y^ unendlich grofs oder, wenn 
auch noch eine der Gröfsen A und B verschwinden sollte, 
unbestimmt werden. Da nun für C = die gegebene Gerade 
ein Durchmesser wird und da ea ganz gleichgültig ist, welches 
Paar konjugierter Durchmesser wir zu Koordinatenachsen wäh- 
len, so wollen wir diesen Fall folgendermafsen behandeln. Der 
Durchmesser 2b' werde parallel zu einer beliebig gegebenen 
Geraden gewählt, die wir dann parallel mit sich verschieben 
werden, bis sie mit dem Durchmesser 26' d. h, mit der Ordi- 
natenaehse zusammenfällt. Die Gleichung der gegebenen Ge- 
raden bezogen auf die konjugierten Durchmesser 2a' und 2h' 
lautet dauix: 

(4) Ax + C^Q. 

Folglich hat ihr Pol die Koordinaten: 
(6) x,--^a-, i,,_0, 

d. h. er liegt auf dem zur Richtung der Geraden konjugierten 
Durchmesser (vgl. | 46, II). Wird nun C immer kleiner und 
kleiner, bis die Gerade mit 2b' zusammenfiUlt, so wächst x, 
bis ins Unendliche, d. h.: 

I. Der Pol eines Durchmessers ist der unendlich 
entfernte Punkt des konjugierten Durchmessers. 

Wir kommen zu dem gleichen Resultate, wenn wir von 
dem Pole statt von der Polare ausgehen. Ist 1\ gegeben, so 
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können wir, ohne die AUgüraeiiilieit zu stören, 2a' uikI 2h' so 
wählen, (laXa Pj auf den Durchmesser 2a' d, h. anf der a>Achse 
liegt. Dann lautet, wegen y^ = 0, die Gleichung der Polaren 
■von I\: 

oder: 

d.h. die Polare ist parallel zu dorn Durchmesser, der 
dem dnrch P^ gehenden Itonjugiert ist und füllt für 
STj = oo mit diesem zusammen. 

In Bezug auf die Ellipse -tj + y^- = 1 mögen zwei Punkte 
P[ vmd Pa so liegen, dafs P^ auf der Polaren von P, sieh 
befindet. Dann mufa wegen (4) dos vorigen Paragraphen die 
Gleichung bestehen: 

(1) ^ + '#-1. 

Diese Gleichung drückt dann aber auch aus, daCs Pj auf der 

Polaren ^~ + ^" = 1 '^'^^ -^a ^i^g* und es gilt daher der Satz: 

Tl. Liegt ein Punkt P^ auf der Polaren von P,, so 

liegt auch Pj auf der Polaren von P^ und umgekehrt. 

Man kann diesen Satz auch so aussprechen: 

JII, Bewegt sich ein Punkt auf einer Geraden, so 

dreht sich seine Polare um den Pol der Geraden und 

umgekehrt, dreht sich eine Gerade um einen Punkt, 

so bewegt sieh ihr Pol auf der Polaren des Punktes. 

Da der Pol eines Durchmessers der unendiich ferne Punkt 

des konjugierten Durehmessers ist, und da alle Durchmesser 

durch den Mittelpunkt gehen, so müssen wir in Übereinstira- 

mang mit III die unendlich fernen Punkte der Ebene als auf 

einer Geraden befindlich voraussetzen. Diese unendlich ferne 

Gerade der Ebene ist dann als die Polare des Mittelpunktes 

zu bezeichnen. 

Aufg. 1. Man überzeuge sieh, dafs die auf Pol und Polare 
bezüglichen Sätze unabhängig von dem Eoordinaten System sind. 
Dasselbe wurde nur zur Herleitung benutzt und, wie die Aus- 
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fiihruiigen des Textes y.eigeü, für den zu beliandeindon Fall 
allemal zweckentspreeliencl gewählt. 

Aufg. 2. Man leite die an die Gleichungen (4), (li) und (6) 
anknüpfenden Bemerkungen aus §46 (inabesondere Sata II) ab; 
vergleiche namentlich die dort gegebene Gleichung: 01",= — 
mit (6). 

Aufg. 3. Man leite I aus | 46 (Satz 1) a,b. 

Aufg. 4. Leite aus II den folgenden Satz ah: Wenn 
durch einen Punkt P ein beliebiger Strahl nach einer Ellipse 
gezogen wird, welcher dieselbe in S^ und S^ trifft, so achneiden 
sieh die Tangenten von S^ und S^ in einem Punkte Q der 
Polaren von P. 

Aufg. 5. Man leite den in der vorhergehenden Aufgabe 
ausgeapiochenen Satz aus § 49, Aufg. 1 dadurch ab, dafs man 
die Strahlen PBj^B^ und PS^S^ zusammenfallen läfst. 

Aufg. 6, Man konstruiere mit Benutzung von II zu einer 
die Ellipse nicht schneidenden Geraden den zugehörigen Pol. 

§ 51. Breiinpunktseigensehaften. 
Für die zu einem beliebigen Punkte P der Ellipse: 

(1) S+f^-i 

gehörigen Brennstrahleu r und r' {% 39) hatten wir gefnudcn; 
(2) ^^(c — xf-{- y^, r'^ = (c + xf + y". 

Durch Subtraktion folgt: 

(r' -\- r) ()"' — r) =: icx, 
und da r' -\- r = 2a ist: 

,-' — ,^ ,^^ 2 — X. 
Führt mau nun für die numerische Excentricitiit -- 
die Bezeichnung s ein (§ 41), so erhält maJi zur Bestimmung 
von )■ und r' die beiden Gleichungen: 
r' -\~ r ^ 2a, 
r' — r = 2£,r, 
woraus sich ergiebt; 
(3) r^-'a — EX, r'^^a-\-£x. 
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Fiilirt man statt der Abacisse von F ä'ie excentrisclic Ano- 
malie V ein, intlem man x = a cos v setzt, so erhUlt man duvcii 
Multiplikation von r und r' mit Berücksichtigung von ß = E(7 
und c^ = a^ — 6^ die Gleichung: 

(4) rr' = a^ sin- v -\-V eos^ v. 

Nach § 48, Gl. (2) ist aber die rechte Seite gleich h"\ 
wenn V der zu OF konjugierte Halbmesser ist. Wh- erhaJten 
daher die bemerkenswerte Gleichung: 

(5) ,•.•• _ 6-, 
in Worten: 

I. Das Produkt der Brennstrahlen eines Punktes 
ist gleich dem Quadrate des zu dem Punkte geliörig<in 
konjugierten Halbmessers. 

Um die Abstände d und ä' der beiden Brennpunkte von 
der zu P gehörigen Tangente zu ermitteln, bringe man die 
Gleichung der letzteren, nämlich: 

^ '^'-^- + V-^^--^- = 1, (§ 48, Gl. (8)) 

auf die Normalform und fiihre dann die Koordinaten der beiden 
Brennpunkte F und F' ein, wodurck man erhält: 

(6) d= r^ {a — c cos ii) , rr = y (a + c cos v) 
oder: 

(7) d-if(u-.x), ,r-| (« + ««), 

und mit Küelcsieht auf (3) : 

(8) d-^r, ä'-^r. 

Multipliziert man aber beide Gleichungen und beachtet (5), 
so folgt: 

(9) cid' = i^, 
d. h.: 

II. Das Produkt der Abstände der Brennpunkte 
von einer Tangente der Ellipse ist konstant und zwar 
gleich dem Quadrate der kleinen Halbachse. 

Aus (8) erliält man die Relation: 

(10) i-?;. 
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Daraus folgt aber die ÄhTiiiclilcHit der beiden Dreiecke 
PFG und FF'a' und mithin die Gleichheit der "Winkel 
^F'PG' und -^FPG. Ea gilt daher der Satz: 

HI. Die Tangente bildet mit den Brennatrahlen 
gleiche Winkel. 

Nennt man die im Punkte F der Ellipse auf der Tangente 

_^ 33 senkrecht stehende Gerade die 

ll'l-. Normale der Ellipse in P 

/ \ so kann man Satz Ili auch so 

aussprechen : 

IV. Die Tangente und 
Normale eines Punktes der 
Ellipse sind die Winkel- 
halbierenden der beiden zu 
sem Punkte gehörigen 
Brennstrabien. 

Aus diesem Satze ergiebt 
' sich noch eine interessante Folge- 

rung. Verlängert man nämlich das von dem Brennpunkte F 
auf die Tangente in P gefällte Lot FG = d um sich selbst, 
wodurch man zu dem Gegenpunkte H von F geführt wird, 
so folgt aus: 

^ JIPG = i; FFG = ^ F'FG', 
dafs die Punkte F', P, H in gerader Linie liegen. Nun ist: 

F'II = F'P + ril = F'P + PF== 2a , 
d. b.: 

V. Der Ort der Gegenpunkte eines jeden der bei- 
den Brennpunkte in Bezug auf eine bewegliche Tan- 
geute ist der mit dem Radius 2öi um den andern Brenn- 
punkt beschriebene Kreis, 

Beachtet mau, dafs FF' in 0, FlI m G, F' H' m G' 
halbiert werden, so folgt, dafs OG und OG' resp. zu F'li 
und FH' parallel sind. Man hat daher: 

OG^^F'H und OG' = \FH'. 
Da aber F' H = FH' = 2a ist, so ergiebt sich: 
OQ = OG' =a, 
d, h.: 
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VI. Der Oi't der Putspunkte dei' Lote, die man 
von den beiden Brennpunkten auf die sämtlichen Tan- 
genten einer Ellipse fällen kann, ist der der Ellipse 
umschriebene Kreis. 

Die Wichtigkeit aller dieser Sätze wird es rechtfertigen, 
wenn wir Satz IV, ans welchem sich V und VI als einfache 
geometrische Folgerungen ergaben, noch auf einem anderen, 
direkteren Wege ableiten. Bezeichnet man die Koordinaten 
von P jetzt mit a^j, j/j, so lautet die Gleichung der Tangente 
in P: 

Da sich hieraus als Richtung skoefficient s~^ eraiebt, so 

ist der Richtung skoefficient der Normalen in P gleich y^-' 
und folglich deren Gleichung: 

y — Vi^ "^1^ (^ - ■£,) 

oder Rymmetriseher: 

(u) «■"■"!■"';'■-■ 

Sefat man y = 0, ao fiudel, man lue ilcii AcliRenabsoliniW, ON 
den Wert: 

oder; 

(12) <)N-=i^''x,. 
Daher i.st; 

(13) F'N -= + e^x, ^- s{a + e:^,") -- fr', 

(14) FN = c -~ s'x, - s(a -- £3:,) = sr. 
Daraus aber folgt: 

(15) rN:FN = F'P:FF, 

und es ist daher nach einem bekannten plani metrischen Sat7.e 
die Normale die Winkelhalbierende der beiden Brennsü-ahlen. 
Aufg. 1. Beweise aus den Eichtungskoeffieienten der 
Normalen und der beiden Brennstrahlen durch direktes Be- 
rechnen (§ 24) der beiden Winkel -^.F'PJV und -^i^PJV die 
Gleichheit derselben. 

Gniitcc H. Eim!o, miiHyl., G™viotrlc, 8 
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Aufg. 2. Konstruiere die Normale in einem Punkte der 
Ellipse. 

Aafg. 3. Mit Hilfe der Gegenpunkte H «nd H' (8ata V) 
konstruiere von einem Punkte anfserhalb der Ellipse die beiden 
Tangenten an dieselbe. 

Aufg, 4. Von dem einen Brennpunkte einer als spiegebid 
gedachten Ellipse mögen nach allen Richtungen hin Sti'ahlon 
(der Wärme, des Lichtes oder des Schalles) ausgehen. Welclien 
Weg nehmen die an der Ellipse nach dem bekannten Reflexions- 
gesetze reflektierten Strahlen? 

Aufg. 5. Die Tangente und die Normale in P mögen 
die 3;-Achse in Tund ?f schneiden. Beweise, dafs OT.ON=c"- 
ist und schlieföe daraus, dafs F, ¥', T, N harmonische 
Punkte sind, 

Aufg. 6. Bestimme in Bezug auf F und F' kh jedem 
der Scheitel Ä und A' den vierten harmonischen Punkt A^ 
resp, A^' und zeige, dafs der Schnittpunkt N einer jeden Nor- 
malen stets zwischen ^4^ und Aj liegt. In welcher Beziehung 
stehen A^ und J./ zu den Normalen in A und A"^ 

Aufg. 7. Berechne das Stück MN — die sogenannte 
Subuormale von P. 

Aufg. 8. Berechne das Stück PN — die sogenannte 
begrenzte Normale von P — mit Hilfe der excentrischen 
Anomalie von P und Keige, dafs P?7= - , wo h' der zu OP 
konjugierte Halbmesser ist. 

Aufg. 9. Berechne aus (11) den Achsenabaelmitt ON' 
der Normalen mit der y-AchsG. 

Aufg. 10. Beweise mit Hilfe der vorhergehenden Auf- 
ga.he, (Jafs PN' = -r- ist und leite daraus die Sätze ab: 
PN . PN' = b'^ und PN : PN' = ft« : a^ = Const, 
Aufg. 11. Bringe den Ooainus des in Aufg. 1 berech- 
neten Winlcels ^ FPN = (p mit Hilfe der excentrisehen Ano- 
malie auf die Form cos <p = jr und beweise daraus, dafs dii: 
Projektion der Normalen PN= j auf einen Bronnstralil kon- 
stant und /.war gleich dem Halbparametfir p ist. 
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Aufg. 12. Beweise folgenduii Satz: Eine Geraile schneidet 
die Ellipse, berührt sie oder liegt ganz auTserhalb derselbftn, 
je nachdem der Fiifspuukt des von einem Brennpunkte auf die 
Oorade gefällten Lotes innerhalb, auf der Peripherie oder a.iifepr- 
lialb des umschriebenen Kreises liegt. 



§ 52. Die Directrix, 

Man nennt die Tolare eines Brennpunktes eine Directrix 
■ Ellipse. Ihre Gleichung erhalten wir ans: 







?+l'-li 


inclinii wir x^ = 


, Si 


= setzen, domuacl 


(1) 




X -.''-- 



In gleicher Weise existiert für den andern Brennpunkt 

e Directrix mit der Gleichung x = ■ 

Die Directrix des Brennpunktes F ist also, ebenso wie 
¥on F', eine Gerade, welche im Abstände — = ^ vom 



Mittelpunkte auf der grofsen Achse senkrecht steht. Sie liifst 
sich daher leicht konstruieren. 

Berechnet man für einen beliebigen Eliipsenpnnkt P den 
Abstand PF von dem Brennpunkte F und den Abstand FQ 
von der zu F gehörigen Direc- 



trix, so orhiilt maa; 

PF-. 1— - ,x, /-'" 


s_ 


~-P 




v\ * 


rq~.^-x~--{„- ix), f 






n. . 


folglich: '\ " 


CT 


JliJT l\ D 


■1. h., 




I. Das Verliältuifä der Ahstämle eines 


Punktes dei 


Ellipse von einem Brennpunkte und der 


zugehörigei 


Directrix ist konstant und zwar gloic 


1 der nnmc 


riselion Excenlrioität. 
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Für den andern Breimpunkt 1" wünion wir ans- 
l>r = a + EX und PQ' == -^ 4- »; = ~ {a + bx) 

esultat pyy = E erhalten haben. 
Die Polare eines beliebigen Punktes {x^, j/^) der v.w F 
gehörigen Directrix hat wegen x, = — die Gleichung; 

i + f-l 

micl geht, wie auch aus der Gleichung zu erkennen ist, durch den 
Brennpunkt F (§ 50), Da. aber der Bichtungskoefficient dieser 
Polaren gleich — — ist, ■während die Verbindungslinie des 
Punktes (a:,, j/j) mit B' den Richtung skoefficienten -p- besitzt, 
so folgt: 

II. Die Verbindungslinie eines Brennpunktes mit 
dem Pole einer beliebigen durch ihn hindurchgehen- 
den Sehne steht senkrecht auf dieser. 

Aufg. 1. Welches ist die Directrix des Kreises und wie 
modifizieren sieh für diesen die Sätze I und II? 

Aufg. 2. Lege mit Hilfe -von 11 von einem beliebigen 
Punkte der Directrix die beiden Tangenten an die EUipse. 

Aufg, 3. Beweise, dafs die Entfernung eines Brenn- 
punktes von der zugehörigen Directrix gleich — ist, wo p den 
Halbparameter bedeutet. Daraus folgt dann, dafs eine Ellipse 
vollständig bestimmt ist, weon man einen Brennpunkt, die 
zugehörige Directrix und die numerische Excentricität kennt 
(§ 41, Aufg. 8). 

§ 53. Flächeninhalt der Ellipse. 

Wir haben früher (§ 13, Aufg. 6) gesehen, dafs wenn man 
aus einem Polygon dadurch ein anderes ableitet, dafs man, 
unter Voraussetzung eines beliebigen Koordinatensystems, die 
Abscisseu der Ecken ungeändert läfst, die Ordinaten dagegen 
sämtlich in dem konstanten Verhältnis a : & verkürzt, der In- 
halt des alten Polygo]is ?.\\ dem des neuen sich wie a : 6 Fcr- 
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liält. Es folgt dieser Satz unmittelbar iias 'ler § 13 abgelei- 
teten Formel für Ann Inhalt eines Yielecka. 

Betrachtet man nun eine krummlinig begrenzte, geschlos- 
sene Figur als die Grenze, welcher sieh ein eingeschriebenes 
Polygon dadurch nähert, dafs man die Anzahl der Polygon- 
seiten über alle Grenzen wachsen läTst, und berücksichtigt, dafs 
der oben auegesprochene Satz Über das Verhältais entsprechen- 
der Polygone ganz unabhängig Ton der Anzahl der Polygon- 
Seiten ist, so ergiebt sich die Folgerung: 

Leitet man aus einer beliebigen, krummlinig oder 
geradlinig begrenzten, geschlossenen Figur dadurch 
eine andere ab, dafs man bei ungeäiiderter Abscisse 
die Ordinate eines jeden Punktes der Begrenzungs- 
liuie in dem konstanten Verhältnis a:i verkürzt, so 
verhält sich der Inhalt der alten Figur zu dem der 
neuen wie a zu i. 

Da nun in dieser Weise die Ellipse aus dem ihr um- 
schriebenen Kreise abgeleitet werden kann, so verhält sich 
der Inhalt des Kreises zu dem der Ellipse wie a : h und wir 
erhalten daher für den Inhalt der Ellipse die Formel: 
(1) J = nah. 

Es gilt das gleiche Verhältnis aber auch für jeden belie- 
bigen Teil des Kreises und den entsprechenden Teil der 
Ellipse, also beispielsweise für einen beliebigen Kreissektor 
und den entsprechenden Ellipsensektor. Wenn daher irgend 
zwei Kreissektoren inhaltsgleich sind, so sind es auch die ent- 
sprechenden BUipsensektoren. Oder wenn überhaupt der Kreis 
in irgend welcher Weiüe in w gleiche Teile geteilt wird, so 
wird von den entsprechenden Linien auch die Ellipse iu n 
gleiche Teile geteilt. So wird beispielsweise der Kreis durch 
zwei auf einander senkrechte Durchmesser in vier gleiche 
Quadranten Herlegt und wir haben daher: 

Die Ellipse wird durch je zwei konjugierte Dureh- 
messer in vier inhaltsgleicho Teile geteilt. 

Der letztere Satz folgt auch leicht aus der Symmetrie der 
Ellipse in Bezug auf konjugierte Durchmesser. 

Formel (1) kann noch verallgemeinert werden, insofern 
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man statt clcsr iiuf einander seiikrL'clit^üi Halbachsen a, h zwei 
beliebige konjugierte Halbmesser a, h' und den zagebörigen 
Konjugationa Winkel o) als bekannt voraussetKOU kann. Dal'ti 
dadurcli eine Ellipse vollständig bestimmt ist, iiaben wii- § 48, 
Aufg. 5 gesehen. Da nun a& = ct'&' sin ra iat, ao geht (1) 
über in: 
(2) J = jTfl'?)' sinw. 

Aut'g. 1. Bestimme den Inhalt einer Ellipse aus dum 
Halbparameter j) und der numerischen Exuentrieität s. 

Aufg. 2. Bestimme den Inhalt einer Ellipse aus der 
grofsen Achse und der numerischen Excentricität. 

Aufg. 3. Teile von der grofsen Achse ausgehend die 
Ellipse in 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10 inhaltsgleiche TeÜo. 

Aufg. 4. Lose dieselbe Aufgabe von einem beliebigen 
Halbmesser ausgehend. 

Aufg. 5. Berechne die Achsen und den Inhalt der Ellipse, 
für welche die beiden gleich grofsen konjugierten Durchmesser, 
deren Länge 2ß' sei, unter 45" gegen einander geneigt sind. 



Fünftes Kapitel. 
Die Hyperbel. 

§ 54. Defljiitloii und Gleichung. 

Die Hyperbel ist der Ort aller Piinkie, für wölclie 
die Differenz der Abstände von zwei festen Punkten 
konstant ist. 

Die beiden festen Punkte F und F' nennt mau die 
Brennpunkte, ihren halben Abstand die Excentricität der 
Hyperbel. Die von irgend einem Punkte P der Hyperbel 
nach den Brennpunkten gezogenen Sirahlen heifsen Brenn- 
strahlen. 

Um die Gleichimg der Hyperbel abauleiteii, wählen wir, 
wie bei der Ellipse, FF' als a;--Achse und den Mittelpunkt 
von FF' als Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinaten- 
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systuma. Ea sei 1''^*"= 2c, FF=r, FF'^^r' uad die kon- 
atiiiite Diffei'euz der beiden Bteniislfalileii r und r' gleich 2 a. 
Aus FF' — FF < FF' folgt dann, dafc a<c nein innrs. 
Nun ist: 




Man 

(1) 



;idiält dabei- iils Gleiebuug der Hyperbel: 



y(e _ ^y -\-y-- ]/(. > xy + y^ = 2« . 

Wie bei dec Ellipse findet inuti durch zweiuiidiges Qna^ 
di'ieren hieraus: 

^(„. _. „.) + ,fa' - o> («' - »') - , 

welche (rleichung sogar genau mit der entsprechenden Ellipsen- 
gleichung übereinstimmt. Da aber bei der Hyperbel a <ic 
ist, müssen wir jetzt die Abkürzung: 
(2) c^ — d'- = W- 

benutzen und erhalten dann nach Division mit a.^6^ die Glei- 
chung der Hyperbel in der Form: 

(3) i-i-^- 



aus dem Umstünde, 
c und y enthält, auf 



Wie bei der ElHpse schliefsen * 
dals die Gleichung nur die Quadrate ' 
die Symmetrie der Hyperbel in Bezug auf die Koordinaten- 
achsen. Während aber bei der Ellipse jede durch den An- 
fangspunkt gehende Gerade y = jix die Kurve in zwei 
reellen zu symmetrisch gelegenen Punkten traf, begegnen 
wir bei der Hyperbel einer bemerkenswerten Abweichun;^. 
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Aiiuli liier erhält mau zwar (indem 111:111 iu (3) {ix un diu 
Stelle von j/ aet/.t) für tliu Abscissuii <ler Schnittpunkte zwei 
enteegenaesetzt gleiche Werte, nämlicb: x = A — , ■ ' — --^ , 
aber diese sind nur dann reell, wenn i^ — a^ft^>0, d, h. 
wenn ft absolut genommen kleiner als — ist. Koustruiei-t man 
daher durch die beiden zu den Achsen symmetrisch ge- 
Segenen Geraden y = -{- — -x und j/ = — — a:, so werden nur 
diejenigen Geraden die Hyperbel in reellen zu symmeti'isch 
gelegenen Punkten treffen, welche in demselben Winkelraume 
liegen wie die a;-Achse; diejenigen Geraden aber, welche den 
andern Winkelraum durehachneiden, haben keine reellen Punkte 
mit der Hyperbel gemein. 

Man nennt jede durch bindurcbgehende Gerade einen 
Durchmesser der Hyperbel, unterscheidet dann aber, je 
nachdem die Schnittpunkte mit der Hyperbel reell sind oder 
nicht, zwischen reellen oder Hauptdurchmeasern vmd 
imaginären oder Nehendurchmessern. 

Der Punkt lieifst der Mittelpunkt der Hyperbel. 
Aus der nach y aufgelösten Gleichung der Hyperbel: 

(4) ,j .- 1- y^F^:,' 

erkennt man, dafs y nur dann reelle Werte erhält, wenn x 
absolut genommen gröfser als a ist. Legt man daher durch 
die beiden Punkte a' = + « und a; = — w der a;-Ächse zwei 
Parallelen zur »/-Achae, oo finden sich innerhalb dieses Parallel- 
atreifens keine Punkte der Hyperbel. Für x = + a wird 
y = 0, die Hyperbel trifft daher die «-Achse in zwei Punkten 
A, Ä', deren Entfernung gleich 2ß iat, und die folglich zwi- 
schen den beiden Brennpunkten wich befinden. Die Punkte 
A,Ä' heifseu die Scheitel, ihre Verbindungslinie die Haupt- 
achse der Hyperbel. 

Läfst man x von x = a aji wachsen (die Symmetrie der 
Hyperbel gestattet die Beacliränkung der Diskussion auf posi- 
tive Werte von x), so nimmt auch y immer gröfserc Wort* 
au. Für X = c erhält man die beiden entgegengesetzt gleichen 
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auch hier der alDkürnenden Bezeiehuuüg: 

/c\ ''* 

(5) P = ■« ' 

und iieimt p den Haibparaiuetor der Uyperbcl. 

Läfefc mau « über alle Grenzen waclisen, m wlkhyl aiicli 

y über alte Grenzen. Dabei zeigt sieh aber ein merkwürdiges 

Verhalten. Schreibt man nämlich (4) in der Form: 

und berücksichtigt, dafs bei wachsendem x der Quotient -7 
sich immer mehr der Null nähert, so ergiebt sich, dafa die 
beiden zu demselben x gehörigen eutgegeiigesetet gleichen 
Ordinaten der Hyperbel sich immer weniger und weniger imter- 
sclieiden Ton den beiden zu dem gleichen x gehörigen Ordi- 
naten ij ^ - -X und j/= — ~'x, welche den oben besprochenen 
geraden Linien entsprechen. Es wird daher (indem mr uns 
für den Augenblick anf den ersten Quadranten allein beschran- 
ken) die zu einem x gehörige Ordinatendifferenz Pü mit wach- 
senden X immer kleiner und kleiner werden, sodafs sich der 
Hyperbelast der Geraden j/ = — a; immer mehr und mehr 
nähert^ ohne sie jedoch jemals zu erreichen. 

Nach allem diesem erhalten wir jetzt folgende Vorstellung 
von dem Verlaufe der Hyperbel. Dieselbe besteht aus zwei 
vollständig von einander geü'eunten zur jj-Ächse symmetrisch 
gelegenen Teilen. Der eine Teil liegt rechts von der G-eraden 3;=« 
und vollständig eingeschlossen von den beiden symmetrisch 

zur fl;-Achse gelegenen Geraden y = -\ x und y -^ x. 

Er beginnt in dem Punkte x = a der x -Achse und steigt 
symmetrisch zu der letzteren nach beiden Seiten auf, sich 
immer mehr und mehr jenen beiden Geraden au schlief send, 
ohne dieselben jedoch wirklich zu ei-reiehen. Einen analogen 
Verlauf nimmt der zweite Teil der Hyperbel, der vom Punkte 
X = — a der a; -Achse au aufsteigend sich ebenfalls immer 
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und mehr jeueii bddeii Geradeit auKolilicIst, Mlui niäiiiifc diese 
beidou Geraden die Äsyiuptütüu der Hy])erbel; ihre ülei- 
chiTiigeii sind: 

(7) y = — X und y = ■ x, 

oder auch: 

(8) f. — I- = und ü + 1- = . 

Für b = a stehen die beiden Asymptoten auf eiiiiintier 
seiikreeht, ilu'e Gleichungeu lauten dann einfacher a; — ^ ^== 
und X -\- y ^=0. Man nennt diese apecielle Hyperbel, deren 
Gleichung sich in der Form a;^ — y^=d^ darstellt, eine gleich- 
seitige. 

Äufg. 1. Man konstruiere mit Benutzung der üeliiiitiou 
die Hyperbel, für welche a = 2, c = 3 ist. 

Aiifg. 2, Zeige, dafs jede Parallele Kur Hauptachse die 
Hyperbel in zwei reellen Punkten trifft. 

Äufg. 3. Finde die Brennpunkte der Hyperbel: 

^ _.?'-=, 1 

9 16 

und zeichne ihre Asymptoten. 

Äufg. 4. Wie heifst die Gleichung der Hyperbel, deren 
Hauptachse 2« und deren Halbparameter p gegeben sind? 

Aufg. 5. Bestimme die Endpunkte der durch y =' (ix 
uud y =^ — (ix dargestellten Durchmesser und diskutiere das 
Resultat. 

Aufg. 6. Berechne und konstruiere aus Je zweien der 
vier Gröfsen «, b, c, p die beiden andern. 

Aufg, 7. Bei der Ellipse ist stets a'^h. Besteht diese 
Bedingung aueli bei der Hyperbel? 

Aufg. 8. Von emer Hyperbel kennt man die Asymptoten 
und die Hcheitel. Mau konstruiere die Bremipiiukte. 

Äufg. 9. Welche Kurve wird durch die (Üleichung: 



-=1 



dargestellt? 
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% ö5. Polargleicliimg cLer ilyperl)«! Ijeaogeu auf dei! 

Mittelpunkt. 
Kill beliebiger Puükt P der Hyperbel: 

(1) S-S=i 

werde mit dem MiUelpimkle durch deu lialhmessur OP 
verbunden. 

Führt man aladaun in (1) statt tler reelitwinklij^eii Koor- 
dinaten X, y vou P die Polarkoordiuaten r, u ein, indem man 
setzt: 

(2) x = r cos i(j y = r yiu u, 

so erliiilt man die auf den Mittelpiuilst beaogene l'olar- 
g\eichung der Hyperbel: 

die miiii auch in der Form: 

aehreiben kann. 

Berücksichtigt man sin^n = 1 — cus^« imd d^ -\- h' ■■-- c-, 
«o erhält man hieraus: 

Man bedient sich, wie bei der Ellipse, der Bezeichnung: 

(6) -; = ', («>1). 

and Benut im Gegensätze zu der linearen BxcentricitÜt ü 
die Gröfse s die numerische Excentrieität. Die Poiar- 
gleichung der Hyperbel nimmt jetzt die Form an: 

(') '■-.^^. 

welche aich iiui duich das Voi^eiehen ¥0n der entsprechenden 
Ellipaengleichung unterscheidet (§ 41), 

Aus (5) eisieht mEin, dafis r fttr i6 = einen kleinsten 
Wert, niiralich ", eihalt und dafs r mit wachsendem if, eben- 
falls aimimmt Wihiend abfr bei der Ellipse r immer end- 
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licli blieb, wäclist böi Aer Hyperbel der Halbiuessei' ubur alle 
Greuaen, je mehr eich u dem Jurcb die öleicluiug: 

c^ eoa^ u — ß^ = , 
oder: 

(8) h^ cos'^ u — a^ aiii^ ii =-- 

definierten Werte von u nähert. Lälat man daher ti von U'---=0 
tm wachsen, so wird r unendlich grofs, sobald: 

(0) tg..-| 

wird. Nimmt w weiter zu, su wird r'^ negativ, alao *■ ima- 
ginär, bis: 

(10) ts...--| 

geworden ist. Für diesen Wert wird r wieder unendlich 
groTs und nimmt daun mit wachsendem u allmählich ab, bis 
es für i( = 180" wieder den kleinsten Wert, nämlich a, 
erreicht. 

Da durch (9) und (10) die Asymptoten bestimmt worden, 
so sieht man, dafs diese als Durchmesser zu bezeichnen 
sind, welche die Hyperbel im unendlichen schneiden. 

Die beiden Asymptoten der Hyperbel trennen die Durch- 
messer mit reellen Schnittpunkten — die Hauptdurclimesser — - 
von denen, welche keine reellen Schnittpunkte ergeben und 
welche wir als Nehendurcbmesser bezeichnet hatten. Zu den 
letzteren gehoit mifbe^ondore die i/-Achse. Es ist nun für 
manche Unteisuchungen vorteilhaft, auch diesen Nebendurch- 
measern eine bestimmte Lange beizumessen, nämlich in folgen- 
der Weise. Für emen Nebendurchmesser ist tg u absolut ge- 
nommen grufser als — und folglich, wie wir bereits sahen, 



ne negative GrÖfse. Man kann daher 
vom Anfangspunkte aus auf dem zu u gehörigen Nebeu- 
durchmesser vorwäi'ts und rückwärts die Strecke p =y — f^ 
abtragen und gelangt so zu zwei ganz bestimmten zu sym- 
metrisch gelegenen Punkten Q und Q'. Für einen jeden dieser 
Paukte gilt dann die Gleichung: 



y Google 




lind iblglicli: 

Führt man aber fiir q cos m und p aia m die rechtwinkligen 
Koordinaten sc und y von ^ ein, so geht (11) über in: 

(12) S-S-i- 

Daraus folgt, dafa der Ort der Punkte Q und Q' (ebenfalls 

eine Hyperbel ist. Die Haupt- ^ ^^ 

achse der selben fällt in die 

^■Achse, ihre Scheitel B und 

S' sind Tom Mittelpunkte 

um b entfernt und ihre Exeen- 

tricität ist gleich Ya^ + b^, d. h. 

gleich der Excentricität der 

gegebenen Hyperbel. 

Dadurch ist die zweite 
Hyperbel vollständig bestimmt. 
Sie wird die konjugierte Hyperbel der gegebenen genannt. 
Man nennt überdies BB' die Nebenachse der gegebenen 
Hyperbel und dementsprechend ÄA' die Nebenachse der kon- 
jugierten. 

Konjugierte Hyperbeln haben dieselben Asympto- 
ten und stehen in der Beziehung zu einander, dafs die 
Nebendurchmesser der einen die Hauptdurchnießser 
der andern sind, 

Aufg, l, Entscheide, ob der zu der G-eriiden: 

parallele Durchmesser der Hyperbel ^ — j- = 1 ein [Tn.upt- 
durchmesser oder ein Nebendurchmesser ist. 

Anfg. 2. Berechne die numerische Excentricität der Ity- 

Aufg, 3. Beweise die Gleichungen: 



-> p den Halbpii.ranieter bedeutet. 



y,.- 
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Aufg. 4. Drücke h, c, p durch a und e aus. 

Aufg. 5. Welchen Wert hat £ für die gleichseitige Hy- 
perbel? 

Aufg. 6. Beweise, dafs zwei Hyperbeln mit derselben 
namerischen Excentricität einander ähnlieh sind. Beacht« ins- 
besondere die Gleichheit der Aaymptotenwinkel, 

Aufg. 7. Berechne den Asymptoten wink el -w aus thr 
üumenschen Excentricitiit. Man findet: 

sm IV = ■ a ' ,; =^ —5- 

Aufg. 8, Es sei r ein reeller Halbmesser einer Hyperbel 
und r' der dazu senkrechte reelle Halbmesser der konjugierten 
Hyperbeh Beweise die Gleichung -^ :y^ ^ ~i -^ jr (§ 41). 

Aufg. 9. Beweise, daTs die gemeinsamen Asymptoten 
zweier konjugierter Hyperbeln die Diagonalen des durch die 
Scheitel Ä, A', B, B' bestimmten Rechtecke sind. 

Aufg. 10. Zeige, dafs die vier Brennpunkte zweier kon- 
jugierter Hyperbeln auf einem um beachriebonen Kreise liegen. 

Aufg. 11. Beweise mittels des Ausdrucks: 

dafs die Hyperbel alle Punkte der Ebene, für welche: 

^ ^ ^ __- 1 

n' b'' 

positiv ist, von denen tremit, für welche dieser Ausdruck 
negativ ist. 7ii\ welchem Gebiete gehören Mittelpunkt und 
Brennpunkte ? 

§ 56. Die Hypörbel und die Gerade. 
Um die Schnittpunkte einei- Geraden: 

(1) „ ™ fX + ... 
mit der Hyperbel: 

(2) S~Ü-1 

ZU bestimmen, setze man den durch (1) gelieferten Wert von 
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y in (2) ein. Man eriiält danu nach leichter Redulition die 
quadratische Gleichung: 

(3) x^{b^ ~ fl^a^) - 2(ima^w — a^Q)^ + m') = 0. 

Bezeichnet man die beiden Wurzeln derselben mit x^ und ir^ 
und berechnet aus (1) die zugehörigen i/^ und y^, so ergiebt sich 
als erstes Resultat, dafs die Hyperbel, ebenso wie die 
Ellipse, von jeder Geraden in zwei Punkten geschnit- 
ten wird (§ 43, Äufg. 7), Die Realität derselben hängt Ton 
dem Vorzeichen der Diskriminante ah, die sich in der Form 
a^]ß{m^ -^1)^ — a^(i^) darstellt. Je nachdem dieser Ausdruck 
positiv, Null oder negativ ist, sind die Wurzeln von (3) reell 
und verschieden, reell und zusammenfallend oder imaginär. 
Nehmen wir zunächst an, es sei i^ — ffl^fi^ > 0, d. h. ft^<-2-- 
Dann ist die Gerade (1) einem Hauptdurchmesser parallel 
und die Diskriminante zeigt, dafs dann allemal zwei reelle 
und von einander verschiedene Schnittpunkte existieren. 
Sind ihre Abscissen a;, und x^, so lehrt Überdies die quadratische 
Gleichung (3), dafs x^x^ negativ ist, dafs also die Schnitt- 
punkte auf verschiedenen Seiten der j/-Achse liegen, d. h. 
dafs die Gerade beide Hyporbeläste trifft. 

Ist h^ — a^iL^ < 0, d. h. fi'^ > -^, so läuft die Gerade (1) 
einem Nebendurchmesser parallel und die Schnittpunkte 
sind dann reell und verschieden, reell und zuearamen- 
fallend oder imaginär, je nachdem m^^iß^ft*^ — &^ ist. 
Im ersteren Falle liegen dann aber die beiden Schnittpunkte 
stets auf demselben Hyperbelast, da, wie Gleichung (3) 
zeigt, das Produkt x^^x^ positiv ausfällt. 

Ist endlich b^ — a^ft^ ^0, also (t^ ^ — , so ist die Ge- 
rade einer der beiden Asymptoten parallel. In diesem Falle 
reduziert sich die quadratische Gleichung (3) auf die lineare: 

(4) 2!imx + 6^ + m^ = 0, 
welche eine einzige Wurzel: 

(5) '--^£^ 
liefert. 
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Eine jede zu einer der Asymptoten parallele Ge- 
rade trifft daher die Hyperbel in nur einem Punkte, 
welcher ins Unendliche rückt, wenn aufser b^ — a^fi? = 
auch noch m ^ ist, d. h. wenn die Gerade (1) mit einer 
der beiden Asymptoten zusammenfällt. 

Man kann den durch Ji" — o^^i^ = charakterisierten Fall 
aber auch noch in anderer Weise deuten. Betrachtet man n'äm- 
lich in einer quadratischen G-leichung Ax^ + 2Bx -\- C=0 
die Koefficienten Ä, B, als veränderliehe Gröfsen und bringt 
die beiden Wurzeln: 



, "S + Vf 


-~AC 


fllt 


- B 


+ VB--AC)(B 


+ VB'~ 


-AC) 


und; 


n 


A{B + yB' - 
-VB'-ACX-l 


AC) 




^ J] - yjj« "' 


— AO 
- G 

-yw- 

dafa 


n+yw^ 


-AC) 


^2 ^1 

auf die Perm: 


A' 


^ (- -B + )/Ü- 


-To) 




so erkennt man, 


-0 die Wnrael 
, -0 . , 


-ÄC' 
Xft unendlich 



grofs wird, während a^j den Wer£ --^- annimmt. Wird dal 
auch noch B ^ 0, so erhält man auch für x^ einen unendlich 
grofsen Wert und ea sind dann die beiden Wurzeln Xi und x^ 
einander gleich, insofern die Diskriminante B^ — AC für 
A = B =0 verschwindet. Man kann dies so ausdrücken: 
Verschwindet in der quadratischen Gleichung: 

^iC^ + Sif^ -1-0=0 
der Koefficient A, während B von Null vorschiedou 
ist, so hat die quadratische Gleichung eine endliche 
und eine unendlich grofse Wurzel. Verschwinden A 
und B gleichzeitig, so sind beide Wurzeln einander 
gleich und unendlich grofs. 

Wendet man diese Betrachtungen auf die quadratische 
Gleichung (3) für den Fall i^ — ß^jt^ = an, so erkennt man, 
dafs dieselbe eine endliche und eine nnendlieh grofse Wurzel 
besitzt, so lange m von Null verschieden ist. Sobald a.ber 
]w = wird, werden beide Wurzeln einander gleich und un- 
endlich OTofs d, h.: 
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Jede EU einer Asjmpioto piirallele Gerade trifft; 
die Hyperbel in einem im Eiidlicheii gelej^eneii und 
in einem unendlich fernen Punkte. Die beiden Asymp- 
toten selbst schneiden die Hyperbel in zwei zusam- 
menfallenden unendlich fernen Punkten und sind die 
einzigen Geraden dieser Art. 

Dem entsprechend hat man die im ersten und im dritten 
Qiia4ranten und ebenso die im zweiten und im vierten Qua- 
dranten befindlichen Hyperbel äste als im unendlich fernen 
Punkte der betreffenden Asymptote zusammenhängend anzu- 
sehen. Die Hyperbel hat also zwei unendlich entfernte Punkte 
und die beiden Asymptoten sind als die Tangenten der Hy- 
perbel in diesen unendlich fernen Punkten zu betrachten, in- 
sofern eine jede von ihnen mit der Hyperbel zwei zusannucn- 
falleude unendlich ferne Punkte gemein hat. 

Äufg. 1. Bestimme die Schnittpunkte der Oeriideii: 

mit der Hyperbel '-j j- == 1 . 

Aufg. 2. Welche Beziehung raufs zwischen Ä, Ji, 
fttatttinden, damit die Gerade Äx -\- By -{- f^ = dio Hyperl>ol 
^ — j'j- =^ 1 berührt, d. h. dieselbe in zusauiiuenriillendeu 
Punkten schneidet? 

Aufg. 3. Giebt es Tangenton, die einem Hauptdurch- 
messer parallel laufen? 

Aufg. 4. Innerhalb welcher Grenzen bewegen sich die 
Richtnngskoefflcienten sämtlicher Tangenten einer Hyperbel? 
Äufg. 5. Ist h" — ffl^fi^ < 0, so gehören zu jedem (i zwei 
parallele Tangenten, deren Gleichungen: 

y =• fix Az y«^(t* — Ö^ 
sind. Zeige, dafs ihre Berührungspunkte die Endpunktn nines 
Durohniessers sind. 

§ 57. Konjugierte Durehmesser. 
An gl 



(1) 

treffe die Hyperbel: 
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(2) S~S-i 

in zwei reellen Puiilttöii P^ und Pg, so sind die Abscisseii 3;^ 
und (Tg derselben die Wurzeln der r[aadratisclien Gleielumg: 
(3) 3? (b^ — ctV^) ~ 2(Lma^x — a^ (6^ + '^^) = 0- 
Für die Abacisse x des Mittelpunktes der Sehne PiP^ hat ina.n 
daher: 

Setzt man diesen Wert in (1) ein, so erliült miiu diu Ordinn.tjj 
des Mittelpunlit.ns von PjPg, nämlich: 



oder: 

Wenn ninn alier Gleichung (5) durch (4) dividioi-t., mo er- 
halt man: 

(C) 'J'-fa.". 

eine CTleicliung, welche m nicht mehr enthält und welche folg- 
lich zwischen den Koordinaten des Mitte Ipunlrtes einer jeden 
zur Geraden (1) parallelen Sehne besteht. Da aber (6) einen 
üurehmesser darstellt, so gilt der Satz: 

I, Die Mittelpunkte paralleler Sehneu einer Hy- 
perbel liegen auf einem Durchmesser. 

Setizen wir ft = tg « , — -^ 0= tg ß, ao besteht also zwischen 
den E-ichtungskoofficienten der parallelen Sehnen eiuerseÜK 
und des Ortes ihrer Mittelpunkte andererseits die Reziehiuig: 

oder : 

(8) e»^.J>^™^f„„ 

Die Symmetrie dieser Gleichungen in Bezug auf « und ß 
lehrt, dafs wenn die parallelen Sehnen unter dem Winkel ß 
gegen die ic-Ächse geneigt aind, der Neigungswinkel des sie 
halbierenden Durchmessers gleich nc sein iriufs d, h,; 
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IT. Wenn «wiscbeii den Neiguugswinbeln « und ß 
zweiei' Durclimusser die Relation ig « . tg ^ ==^ - ^ be- 
steht, so halbiert jeder die Sebiien, die dem andern 
parallel sind. Zwei solche Durchmesser heifsen konjugierte 
Durchmesser. 

Aus Gleichung (7) ergiebt sich, dafs tg c und tg ß immer 
dasselbe Zeichen haben, d. h. dafs zwei konjugierte Durch- 
messer immer denselben Quadranten durchschneiden, 
also nicht, wie bei der Ellipse, durch die Achsen getreujit 
werden. Ist ferner von den beiden Faktoren tg a und tg ß 
der eine kleiner als — , so mui's der andere gröfaer als -— sein 
und ist einer von den beiden gleich — , so mufs auch der 
andere gleich — sein, d. h.: 

III. Von zwei konjugierten Durchmessern ist der 
eine stets ein Haaptdurchmesser, der andere ein 
Nebendurchmesser. Jede Asymptote ist aufzufassen 
als ein Paar zusammenfallender konjugierter Durch- 
messer. 

B'iir « = mufs ß = 90" sein, Sonst kann aber niemals 
tg « . tg ^ den Werth — 1 annehmen. Wir sehen daher: 

IV. Die Hauptachse und die Nebenachse einer 
Hyperbel sind die einzigen auf einander senkrecht 
stehenden konjugierten Durchmesser, 

Wir erhalten daher für die Achsen einer gezeicimet vor- 
liegenden Hyperbel genau dieselbe Konstruktion, welche wir 
bei der Ellipse (§ 43) kennen gelernt haben. 

Aufg. 1. Ein Durchmesser drehe sich von « = 0" bis 
a == 90". Wie bewegt sich der konjugierte? Beweise, dafs 
die Paare konjugierter Durchmesser sich gegenseitig nicht 
trennen. 

Aufg. 2. Lose dieselbe Aufgabe apeciell für die gleich- 
seitige Hyperbel und zeige, dafs stets k -{- ß = 90" ist. 

Aufg. 3. Bei der Ellipse gab es einen Spezialfall, den 
Kreis, bei welcliem je zwei konjugierte Durchmesser auf ein- 
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aiulei' suiikteclit stehen. Existiri ebi solcliur Spezialfall nutili 
für die Hyperbel? 

Auf'g. 4. Es sei (xj, j/j) ein Punkt der Hyperbel, also 
xyi — yXj = die Gleichung des zugehongen Durchmessers, 
Beweise, dafs der konjugierte Durchmesser die Gleichung: 

besitzt. Bestimme hieraus fHe Koordinaten seiner Schnitt- 
punkte mit der konjugierten Hyperbel. Man findet + ^- y^ 
und ±'-x,. 

Aut'g. 5. Es seien a' und h' Kwei koujugierto Halb- 
messer. Um die Vorstellungen zu fixieren, nehmen wir an, 
sie seien beide im ersten Quadranten gelegen. Sind dann Xi, y^ 
die Koordinaten des Endpnnktes von «', so siml (Aufg. 4) 
j-t/i, — x^ die Koordinaten des Endpunktes von h'. Beweise 
hieraus die Relation a'^ — ö'^ ^ a^ — h^ (vergl. § 48J. 

Aufg. 6. Beweise, dafs der Inhalt des durch a und h' 
bestimmten Dreiecks (§ 10) gleich ^ah, also konstant ist, 

Aufg. 7, Der von a und h' eingeschlossene Winkel — 
der sogenannte Konjugationswinkel — sei ca. Zeige, dafs: 

ah' sin m = ah 
ist. 

Aufg. 8. Zeige, dafs, wenn a' wächst, auch h' wachsen 
uuiCe, und dafs dann der Kon jugations winket abnimmt. lu den 
Asymptoten fallen a und h' zusammen, <o ist dann Null und 
a und h' sind unendlich grofs. 

Aufg. 9. Giebt es auch bei der Hyperbel gleich grofse 
konjugierte Durchmesser? 

Aufg. 10. Zeige, dafs die Asymptoten der Hyperbel 
^ —^ = 1 zusammenfallen mit den beiden gleichen kon- 
jugierten Durchmesser der Ellipse -^ + i^ = 1 (§ 48). 

A.nfg. 11. Löse die Aufgaben 5 bis 10 itishesoudere frir 
die gleichseitige Hyperbel, 
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§ 58. Die Gleielmiig der Hyperbel bezogeu auf zwei 
konjugierte Üurclimesser als schiefwinklige Koordinatenachsen. 

Uuter dem Winkel « gegen die a^-Ächse werde eiu liuupt- 
durclimesser geaogeji. Seine Länge sei 2«'. Der unter dem 
Winkel ß gegen die a::-Ac!i8e geneigte konjugierte Nebendurcb- 
luesaer hat dann ebenfalls eine bestimmte Liinge 21)' und es 
ist (g 55): 

Wühlt mau jetzt die beiden Diii'chmesMer als a^'-Ächse 
resp. j/'-Ächse eines neuen a üb ie ['winkligen ICoordinatensystems, 
ao erhiUt man durch genaii dieselbe [leelmung wie bei der 
Ellipse: 

(?) S-f:- 1 

als Gleichung der Hyperbel bezogeu aul' die konju- 
gierten Durchmesser 2a nnil 2b'. 

Aufg. Beweise, dafs für die gleichseitige Hyperbel wegen 
a = h, « + j5 =■ DO", a' = h' stets die Gleichung: 

»■'^ — y'-' = a'-^ 
gilt für je Kwei konjugierte Durchmesser uls Koordinaten- 
achseti. 

g 51). Die Tangente in einem Punkte der Hyperbel, 

Die auf die beiden konjugierten Durcliiiiesner 2i.t' und 2h' 
bezogene Gleichung der Hyperbel sei: 

(1) i;-s==i- 

Betrachten wir, wie früher, die Taugente in einem Punkte 
Pj der Hyperbel als die Grenzlage der Sekante PiPg, wenn 
Pj mit P, zusammengefalieii ist, so erbalten wir durch genau 
dieselbe Rechnung, die wir bei der Ellipse ausführlich ent- 
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wickelt habeü, iiidum wir eitiiäcli übufiilJ ly juiL — b'^ v^i'- 
tauscheii, als Gleichung der Tangente im Puiiklie 1\: 

(2) Ift-P-l- 

Aufg. 1. Bringe die auf die Hauptaclise bezogene Taii- 
tfentoiialeichuns' — s — 4i- = ^ awf die Normalform. Berechne 
den Abstand des Mittelpunktes und der Brennpunkte von der 
Taugente im Punkte {Xy, y^. 

Aufg. 2. Bestimme die Aehsenabschnitte der Ttiugente 

«■' ""' h-^ " ^* 

Aufg. 3. Führe die ganze im g 56 besproehune Unter- 
suchung dareli unter Voraussetzung der auf konjugierte Durch- 
messer bezogenen Gleichung '—^ — pi = 1 der Hyperbel. Zeige 
insbesondere, dafs für h'* — a"^^^ = die Gerade y'=iiix-\-m 
die Hyperbel iji einem im Endlichen und in einem in Unend- 
lichen gelegenen Punkte trifft. Leite daraus weiter ab, dafs, 
bezogen auf jedes Paar konjugierter Durchmesser, die Glei- 
chungen der beiden Asymptoten: 

.% - l-, = und -,- - i^ = 

ah ah 

sind. 

Aufg, 4. Transformiere (§ 58) die auf rechiwinklige 
Achsen bezogenen Asymptoten gleiclmngen: 

-J + |- = und -1 — |- = C) 

auf die konjugierten Durchmesser 2«' and 26' und veriüciorc 
dadurch die Behauptung der vorhergehenden Aufgabe. 

Aufg. 5. Beachte, dafs das Produkt der beiden Asymj>- 
fcüteugieichungen sich in der Form '-, — % = darstellt und 
dafs daher die in der vorhergehenden Aufgabe gefonh^rte 
Transformation schon im § 58 gelöst ist. 

Aufg. 6. Beweise, dafs die Asymptoten die Diagonalen 
des Parallelogramms sind, welches man erhält, wenn man 
durch die EndpiLukte Kweier konjugierter Durchmesser Paral- 
leku zu diospn zieht (Verallgemeinerun;"; von Aufg, 9, § 55). 
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Äiit'g. 7. Von einer Hyperbel keuiit iiiiiu irneli Layu und 
ürblse zwei konjugierte DurehmeBser 2«' und 2?>'. Konstruiere 
die Asymptoten and die Achsen. 

Anfg. 8. Bringe die Gleichnug der Tangente nuf die 

Form ?/ = — iC 1/ 1 H :: — und leite darauö die tilei- 

cbuugen der beiden Asymptoten (als Tangeuten der beiden 
unendlich fernen Punkt«) ab. 

§ 60. Tangenten und Durelimesser. 

Ersetzt iinm in dem gleichnamigen Ltuf die Ellipse be- 
aüglichcü Paragraphen 46 überall V^ durch — li'^, sü wiid mau 
durch genau dieselbe Itechimiig zu den folgenden Sätzen ge- 
fahi-t: 

I. Die Tangenten in den Endpunkten eines Dureh- 
messers sind dem konjugierten Durchmesser und folg- 
lich auch einander paralleh 

II, Zwei beliebige Tangenten der Hyperbel tref- 
fen sich stets in einem Punkte desjenigen Durch- 
messers, welcher die Verbindungslinie ihrer Berüh- 
rungspunkte halbiert. 

Benutzt man die gleiche Bezeichnung wie in § 46, so 
lehrt auch bei der Hyperbel die Gleichung 1\ = -- - , dafa 
die Punkte Q, Q', M^, 2", harmonische Punkte sind. 

HI. Die zn irgend einem Paare Bupplenientar- 
sehnen parallelen Durchmesser sind konjugiert. 

IV. Die Diagonalen eines jeden der Hyperbel um- 
schriebenen Parallelogramms sind konjugierte Durch- 
messer, 

Dabei ist unter einem umschriebenen Parallelogramm ein 
solches zu verstehen, dessen Seiten die Hyperbel berühren. 

Bezieht mau endlieh die Hyperbel auf einen beliebigen 
Durchmesser 2«' als «-Achse und die in dem einen Endpunkte 
von 2ffl' konstruierte Taugente als j/-Achse, so erhält man wie 
bei der Ellipse , indem man in der Hyperbelgleiclmug y un 
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geäiiifuit liUät Liud X durdi x ■{- a evsttzl, die Sulteitoli^lei- 
chuüg; 

(1) !/"-2yl' + ^,I». 

Für den Fcill rechtwinkliger Koordinaten Inib mun a' = a, 
b' = l), -- =j) Lind ei'hjilt daher als Schlursgleicliaug : 

(2) ,/ - 2_pa; + i x'. 

A.iifg, 1. Bezeichnet man mit Ö den Abstand des Mittel- 
punktes von der Tangente im Punkte P, ist OP=^a und 
der konjugierte Halbmesser 0(3 = &', so läfst sich aus dem 
Dreieck OFQ mit Berücksichtigung von § 57, Aufg. 6 die 
ßelation ableiten: S=~ (vergl. § 48). 

Äufg. 2. Konstruiere in den Endpuiditen eines Dnrch- 
nieasors die Tangenten an die Hyperbel und in den Endpunkten 
des konjugierten Durchmessers die Tangenten au die konju- 
gierte Hyperbel und zeige, dafs das so entstehende Parallelo- 
gramm konstanten Inhalt hat. 

§ 61. Die Asymptoten als Koordinatenachsen. 

Von den beiden symmetfiscli zu den Ächsei] gelegenen 
Asymptoten der Hyperbel: 

(1) i'i-^ 

achliefse die durch den ersten Quadranten gehende mit der 
a:-Ächse den Winkel <p ein, dann bildet die andere Asymptote 
mit der ai-Achse den Winkel — q». Wählt man diese letztere 
A.eymptote zur a;'- Achse, die eratere znr j/'- Achse eines schief- 
winkligen Koordinatensystems, so gelten für den Übergang von 
dem alten rechtwinkligen zu diesem neuen schiefwinkligen 
System die Tran sformationsfor mein : 

X = (x' -\- y') cos 9:1, 
■ ' y = ( — x' + y') sin tp, 

welche man erhält, wenn man in den entsprechenden Formeln 
def § 15 « und {i rosp. durch — 9) und q> ersetzt. Führt man 
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aber (2) in (1) (jiii, uiiil buriicksiclitigt, (hd's für die AMjmp- 
toteu die Gleicliuiig: 

(3) 'S f - I 
gilt, woraus sich 

(4) cos (p = , sin <p = . ■ -. 

ergiebfc, so erhiUt iiiiiii die auf die Asymi)toteii als 
Koordinateiiachsen bezogene (jleicbuug der Hyperbel: 

(6) »■■/'- -4-' 

oder auch: 

(6) x'y' = -^ ■ 

Das System der beiden Asymptoten ist ininier oin aebief- 
winkliges mit Ausnahme der gleicLueitigen Hyperbel, bei 
welcher die Asymptoten auf einander senkrecht stehen. 

Wendet man die gleiche Transformation auf die Gleichung: 

der Tangente der Hyperbel im Punkte (aij, y^) an, inilem man 
unter Berücksicbtigung von (2) setzt: 

X, =« + «//) cos q:., 

J/i = (— a:/ + y/) sin q> , 
so erhält man durch ähnliche Rechnung als Gleichung der 
Tangeute im Punkte (x^, »//) bezogen auf die Asymp- 
toten als Koordinatenachsen: 

oder, indem man c^ durch 4fl!/j// ersetzt: 

Aufg. 1, Bezeichnet man den Winkel der beiden Asymp- 
toten mit w = 'Z(p, so gilt (§ 55, Aufg. 7): sin w = — j- ■ Be- 
weise daraus, dafs der Flächeninhalt des Parallelogramms, 
welches ein beliebiger Hyperbelpunkt mit den beiden Asymp- 
toien bestimmt, konstant und gleich - ist. 
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Au fg. 2. Bestimme die Aljschnittü, wolchu dit; Tyjigeiite 
in oiueui beliebigen Punkte mit den Asymptoten bildet, und 
S^ründe darauf eine TangentenkonstruUtion, 

Aiifg. 3, Beweise mit Hülfe der Hyperbelgleicbung (6), 
äaXs die Hyperbel sieb den Äsyiiiptoteu immer melir und mebr 
näbert, ohne sie jodocb je zu erreichen. 




-^V" 



; ri2. BezieÜBiigen zwiselieii den Seliiieii unc! TaiigRiitBn einer 
Hyperbel und ilireii Asymptoten. 
Diu auf die Asymptoten bezogene GleiclmDg der HypurbeJ sei : 
sig. «. (1) xy =■ j ■ 

Um die Schnittpunkte der Ge- 
raden ; 

(2) S+f"l 

mit der Hyperbel zu bestim- 
men, bevecbnea wir aus (1) 
etwa y ond flibi-en diesen Wert 
in (2) ein. Mau gelangt dann 
zu der quadratischen (JUeiebung: 

(3) 4g«^ — Apqiö + c^jj = 0, 
deren Diskriminante gleub ip(l{p<l — c') i^t 

Diö Wurzeln und dimit auch die Schnittpunkte dei <ie- 
riwäen mit der Hjperbel smd daher inimei reell und von cm 
ander verschieden, sobald p und q entgegengesetztes Zeichen 
haben oder sobald bei gleichen Zeichen von p und q dds 
Produkt pq^ ff' ist 

Bezeichnet man fiii diesen Fall die beiden leelleu Schnitt- 
punkte mit jS^ und;%, ihie Kooidmateu mit x^, ij^ und *j,!/2, 
so erhält mau dus (3) fiu die Kooidmaten i ■= ^— — , 
y = -h±-J^ dos Mittelpunktes der Sehne 8^S^ die Werte: 

(4) ^=|, y^'i- 

Dies sind aber aucli die Koordiuateu des MittelpiinktcM des 
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zwisclieu Jen Koordinatenachsen, d. h. duu Asymptoten bo- 
liudlichen Stückes der Goraden (2) und es gilt daher der Satz: 

I. Schneidet eine Gerade die Hyperbel in den 
Punkten S^ und 8^, ihre Asymptoten in den Punkten 
Tj und 2;, so isb der Mittelpunkt der Sehne S^S^ zu- 
gleich der Mittelpunkt des Segmentes T^T^ uud es ist 
daher S,T^ = S^T^ und S,T^ = 8^T,. 

Dieser Satz gestattet eine einfache Konstruktion der 
Hyperbel, wenn man ihre Asymptoten und einen Hyperbel- 
punkt Sj kennt. Man ziehe nämlieh durch Sj eine beliebige 
Gerade, welche die Asymptoten in T^ und T^ treffen möge 
und trage S^ T^ von T^ aus auf der Geraden ah. Indem man 
dies beliebig oft ■wiederholt, erhält mau beliebig viele Punkte 
der Hyperbel, von denen natürlich jeder wieder in der gleichen 
Weise benutzt werden kann wie Sj. 

Ist in (3) pq = c^, so fallen die beiden Schnittpunkte Sj 
und jSg zusammen und die Gerade (2) wird zur Tangente. 
Aus (3) und (1) ergiebt sich dann zwischen den Achseu- 
abschnitten p und q der Tangente und den Koordinaten x, y 
ihres Berührungspunktes allemal der Zixsammenhang : 

(5) — |, V-h 

dun man natürlich auch aus (4) hätte erschliefsen können, 
insofern man die Tangente als eine Sekante mit zusammen- 
fallenden Schnittpunkten auffaist. Man hat daher den Satz, 
der als spezieller Fall von I. angesehen werden kaim: 

IL Das zwischen den Äsymptoteu befindliche 
Stück einer Hyperbeltangente wird im Berührungs- 
punkte halbiert. 

Aus (5) erhält man auch sofort die bereits § öl ab- 
geleitete Gleichung der Tangente im Punkte {x^, p^). 
Da nämlich die Achsenabschnitte 2x-^ und 2?/i sein niüssen, 
so lautet diese Gleichung: 

Da die Achsenabschuitte p und q einer Tangente stets dat! 
konstante Produkt pq ^=^ "^^iVi = "^ ergeben, so folgt: 

III. Jede Tangente einer Hyperbel bestimmt mit 
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den Asymptoten derselbeu ein Dreiecl; von dem kon- 
stiiuton Inhalt aJ). 

Der luhali eines solclien Dreiecks ist niliulieli; 

^pq smwi = ^ ■ ö^- — j- = ab, 

insofern w deu Asymptoteiawinkel bedeutet (§ 55, Äiit'g. 7). 

Aiifg. 1. Koustiiiiere im Punkte (x,, j/J der Hyperbel 
die Tangente mittels der Relationen 2a:-^ =Pt ^y, = q. 

Änfg. 2. Eine Gerade bewege sieh so, dafs daa Dreieck, 
welches sie mit den Schenkeln eines festen Winkels bildet, 
konstanten Inhalt hat. Welchen Ort beschreibt der Mittel- 
punkt der in Bewegung befmdliehen Dreiecksseite? 

Aufg. 3. Von einer Hyperbel kennt man eine Asymptote 
und drei Punkte. Man soll die Hyperbel und die andere 
Asymptote konstruieren, indem man auf die durch die drei 
Punkte bestimmten Sehnen den Satz I anwende. 

Aufg. 4. Beweise mit Hilfe von § 59, Anfg. 6, dafs 
das zwischen den Asymptoten befindliche Stück einer Tangente 
gleich dem zu dieser Tangente parallelen Durchmesser ist. 

Aufg. 5. Beweise, dafs die Koordinaten des Mittelpunktes 
der zu dem Durchmesser ^ = fix parallelen Sehne gleich 
— — und — sind und zeige daraus, dafs j/ = — fia; der zu 
y = (IX konjugierte Durchmesser ist. Insbesondere sind y = x 
und y = — X die Gleichungen der Achsen. 

Aufg, 6. Beweise, dafs die Tangeuten in den Punkten 
(x,, y,) und (x^, Mg) sieh in dem Punkte ( , " , - -) --) 
treffen und daTs dieser auf dem die Beriihrimgssehne halbie- 
renden Durehmesser liegt. 

Aufg. 7. Eine Gerade - + - = 1 bewege sich so, dafö 
sie fortwährend die Hyperbel xij = ^ berühre. Welchen Ort 
beschreibt der Punkt P, welcher das zwischen den Asymptoten 
befindliche Stück T^^i "^^^ bewegliehen Tangente in dem kon- 
stanten Verhältnis ^^ = A teilt? 

Aufg. 8. Zwei Hyperbeln mögen dieselben Asymptoten, 
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versdiiedeae ExceiitriciUileii besitzen. Ihre auf tlie ge- 
Asjmptoten bezogenen Gleicbungen seien: 

^2/ = ^ mid s;)/ = ^. 

Ein beliebiger Durchmesser treffe die erste Hyperbel in P,, 
die zweite in Pg, dann sind die Tangenten in P^ nnd P^ 
parallel. 

Aufg. 9. Beweise, dafs Hyperbeln mit denselben Asym- 
ptoten dieselbe nnmerisehe Bxcentricität besitzen und dem- 
nach ähnlich (und ähnlich gelegen) sind. 

Aufg. 10. Bestimme die Koordinaten der Brennpunkte 
nnd der Scheitel der Hyperbel xy ^ —, wenn der Asymptoten- 
wjnliel gleich tv ist. Drücke a nnd h durch c und w aus. 
Mau findet: a = cciis |, h = c sin '| ■ 

§ 63. Pol und Polare. 
Die auf zwei konjugierte Durchmesser 2(i' und 2h' be- 
zogene Gleichung der Hyperbel lautet: 

Genau wie bei der Ellipse (§ 49) und durch gena.u dieselbe 
ßeehnung (indem man nur überall — h'" statt h'^ schreibt) 
findet man den Satz: 

I, Zieht man Yon einem beliebigen Punkte Strahlen 
nach einer Hyperbel und bestimmt jedesmal zu den 
beiden Schnittpunkten und dem gegebenen Punkte 
als zugeordnetem den vierten barnionisebcn Punkt, 
so ist der Ort dieser vierten hai'moniscben Punkte 
eine gerade Linie, 

Die Gleichung dieser Geraden lautet: 

n" 6'3 ~ ^■ 

Sie beil'st die Polare des gegebenen Punktes, dieser der Pol 
der Geraden. 

BeKeichnet man einen beliebigen Punkt der Ebene als 
aufaerhalb der Hyperbel liegend, wenn man durch ihn Gerade 
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ziehen kann, welclie die Hyperbdl nicht tieffen, (Ugegcn inner- 
halb der Hyperbel, wenn keine solchen Geiiiilen gezogen werden 
können, so gelten genau dieselben Betrachtungen nnd alle die 
Sätze, die wir in den Paragraphen 49 und 50 fni die Ellipse 
hergeleitet haben, in unveränderter Weise auch för die Hy- 
perbel. Wir empfehlen als eine nützliche Übung dem Leser, 
alle diese Satze für die Hyperbel von neuem abzuleiten und 
namentlich auch die in den betreffenden Paragraphen befind- 
lichen Aufgaben auf die Hyperbel anzuwenden. 

Hier möge nur noch der folgende Satz erwähnt werden: 

n. Die Polare eines Punktes einer Asymptote ist 
dieser parallel und fallt mit ihr zusammen, wenn der 
Punkt der unendlich ferne Punkt der Asymptote ist. 

Äufg. 1. Man konstruiere mit Hülfe des vollständigen 
Vierecks zu einem gegebenen Punkt.e die Polare. 

Aufg. 2. Man bestimme die Koordinaten des Poles der 

Geraden Ax-\- By + C = in Bezug auf die Hyperbel 

^ _ !'' _ 1 
«ä ■;,' — '■ 

Aufg. 3. Man konstruiere zu einer gegebeneu Geraden 
den Pol. 

Aufg. 4. Man beweise durch direkte Rechnung die 
Richtigkeit von Satz II. Ma.n hat zu diesem Zwecke nur zu 
zeigen, dafs der liiehtungsko effizient der Polare von {x^ , ?/,) 
gleich + - ist,« sobald y, = + - Xy ist. 



§ 64. BreniipiiiLktseigeiiscliaftftii. 
Für die zu einem beliebigen Punkte P der Hyperbel: 

0) S-S-i 

gehörigen Brennstrablen f und r' hatten wir gefunden: 
(2) r= = (c - xf' -H y\ r « = (f + xf + f. 

Durch Subtraktio]! folgt: 

lind da. / — r~-'-2a ist: 
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/_|_ f = 2 — a: = 2£x, 
w(i E diu nitmei'ische Excentrieiiäfc bedeutet. 

Ans r'+ r ^= 2sa: und / — r = 2a folgt dann: 
(3) ,~ix-^a, ,'-,x + a. 

Durcli Multiplikation von r und / erhält man: 

»■)■'= £^3!^ — rt^ = — 'l — x^ — a^ = — ä — (- x** — a^, 
Oller mit Bisrück sielitigung der Hjperbelgleichuing: 

Aus § 57j Aufg. 5 folgt aber, dafs die recMö Seite gloicli h''' 
ist, wenn b' der zu OP konjugierte Halbmesser isL 

Wir erhalten daher, wie bei der Ellipse, die Gleiehung: 
(4) r/=^b'% 

d. h.: J. Das Produkt der Brennatrahleii eines Punktes 
ist gleich dem Quadrate des zu dem Punkte gehörigen 
konjugierten Halbmessers, 

Um die Abstände d und d' der Brennpunkte von dor 
Tangente im Punkte (x^, y,) zu eruiittelnj hat mau die Olei- 
elmng der Tangente: 

^^1 _ mh_ ._ , 

auf die Normalform zu bringen und dann die Koordinaten der 
Brennpunkte einzuführen. Man erhält: 



'Vi-^T' w. 



V n' ^ b" ¥ a^ ^ b'' 

oder mit Rücksicht auf das Vorhergehende: 

wenn h' der zu dem R.adiuH Vector des Berührnugspunktes 
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fol'ft ziKiilclist mit Be- 



konjugierto Hsilbmesser ist, Di 

rückeich tigung von (4): 

(6) (?(r= - V', 

in Worten: 

IT. Das Produkt der Abstände der "Brennpunkte 

von einer Tangente der Hyperbel ist konstant und 

zwar gleich dem Quadrate der halben Nebenachse. 
Das negative Vorzeichen deutet an, dafs die IJrennpunkte 
immer auf verschiedenen 
Seiten der Tangente liegen, 
während sie bei der ElHpse 
sich stets auf derselben 
Seite befinden. Aus (5) 
folgt weiter (indem man 
nur nocli die a.bsoluten 
Längen in Beti-acht zieht): 

(7) i-?. 

, Daraus folgt aber die Ähn- 
iiehkeit der beiden Dreiecke 
TFG und FFG' und mitbin die Gleichheit der Winkel ^ FT'G 
und ^F'PG', d. h.: 

III. Die Tangente halbiert den Winkel der beiden 
Brennstrahlen. 

Die in P auf der Tangente errichtete Senkrechte heifst 
die Normale der Hyperbel im Punkte P, Sie halbiert 
den Nebenwinkel der beiden Brennstrahlen (vergl, § 51). 

Wie bei der Ellipse zeigt jetzt eine einfache planime- 
trische Überlegung, dafa die Gegenpunkte H und H\ weiche 
man erhält, wenn man FG und F'G' um sich selbst ver- 
längert, auf den Brennstrahlen von P resp. den Verlängerungen 
derselben liegen, woraus man leicht erhält: 
(8) F'H==Fn'=2a, 

d. h.: IV. Der Ort der Gegenpunkte eines jeden der 
beiden Brennpunkte in Bezug auf eine bewegliehe 
Tangente ist der mit dem Radius 2« um den andern 
Brennpunkt beschriebene Kreis. 
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Ebenso findet man wie bei der Ellipse, dafa OG und 
OG' resp. zu F' H und FW parallel und folglich gleich a 
sind. Man hat daher den SaLz: 

V. Der Ort der FuTspunkte der Lote, die man 
von den beiden Brennpunkten auf die sämtlichen 
Tangenten einer Hyperbel fällen kann, ist der mit 
dem Radius a um den Mittelpunkt der Hyperbel be- 
schriebene Kreis. 

Aufg. 1. Leite die Gleichung der Normalen im Punkte 
P ab und zeige, dafs die Gleichungen (12), (13), (14) des 
Paragraphen 51 auch für die Hyperbel gelten. Beweise sodann 
hieraus Satz HI. 

Aufg. 2. Konstruiere in einem Paukte der Hyperbel 
Tangente und Normale. 

Aufg. 3. Von einem Punkte aufserhaib der Hyperbel 
die beiden Taugenten zu konstruieren mit Hülfe der Gegen- 
punkte. 

Aufg, 4. Diskutiere die übrigen Aufgaben von § 51 
für die Hyperbel. 

Aufg. 5. Beweise, dafs der Abstand eines Brennpunktes 
von einer Asymptote gleich b ist (spezieller Fall von II). 

Aufg. 6. Beweise, dafs eine Ellipse und eine Hyperbel, 
welche dieselben Brennpunkte haben (konfokal sind), sich 
rechtwinklig sehneiden, d. h. dafs in einem Schnittpunkte die 
Tangente der einen Kurve die Normale der anderen ist. 

§ 65. Üie Direktrix. 
Man nennt die Polare eines Brennpunktes eine Direktrix 
der Hyperbel, Ihre Gleichung erhalt man aus: 

indem man x^ = c, y, = setzt. Dies giebt: 

(1) «-7- 

In gleicher Weise existiert für den .indorn lürennpuuJit eine 

Direktrix mit der Gleichung a; = ■- — ;- ■ 



y Google 



— 14G — 
Die Direktrix des Brcrmpunlitßs F ist also, ebenso wie 
die von F', eine Gerade, welche im Abstände — ^ — vom 
Mittelpuiilite auf der ITauptacbsc senkrecht steht. 

Berecbnot man für einen 
beliebigen Hyperbelpunkt P den 



Abstand PF voji dem Brenn- 
punkte F und den Abstand PQ 
von der zugehürigen Direktrix, 
so erhält man: 




PF = r = 



-(.X-«), 



d. K: l Das VerhUltnis der Abatändo eines Punktes 
der Hyperbel von einem Brennpunkte und der zu- 
gehörigen Direktrix ist konstant und zwar glei(;h der 
numerischen Escentricitüt. 

Pur einen beliebigen Pnnlrt (x^ , j/-,) der zu. F gehörigen 
Direktrix erhält man wegen «j = ^ als G-leidhung der Polaren: 



ß " (/ 

Durcli Vergleichung des lliehtuugsko effizienten dieser Polaren 
mit demjenigen der Verbindungslinie dea Punktes {Xj , ?/,) mit 
F findet man, wie bei der Ellipse, den Satz: 

II. Die Verbindungslinie eines Brennpunktes mit 
dem Pole einer beliebigen durch ihn hindurohgehen- 
den Sehne steht senkrecht auf dieser. 

Äufg. I. Bostinime die Direktrix der gleichseitigen 
Hyperbel. 

Anfg. 2. Konstruiere mit Hülfe von IT die beiden Tan- 
genten, die man von einem Punkte der Direktris an die 
Hyperbel legen kann. 

Aufg. 3. Beweise, dafs die Hnti'ernung eines Brenn- 
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Punktes von der zugehörigen Direktrix gleich - ist, wo p den 
Halbparameter bedeutet. 

Aufg. 4. Von einer Hyperbel sind gegeben ein Brenn- 
punkt, die zugehörige Direktrix und die numerische Excenti'i- 
cität c. Man soll daraus die Hyperbel konstruieren (§ 55, 
Anfg. 3). 

Aufg. 5. Konstatiere, dafs für einen der Hyperbel nicht 
angehörigen Punkt das Verhältnis der Abstände von einem 
Brennpunkte und der augehörigen Direktrix ein anderes ist, 
wie für die Hyperbelpuukte. 



Sechstes Kapilel- 

Dje Parabel. 

§ GC. Definition und Gleiehung, 

Die Parabel ist der Ort der Punkte, die von einem 
gegebenen Punkte und einer gegebenen Geraden 
gleichen Abstand haben. 

Der gegebene Punkt heifst der Brennpunkt, die ge- 
gebene Gerade die Direktrix oder Leit- 
linie der Parabel. ' ^ 

Um die Gleichung der Parabel ab- 
zuleiten, wähle man die Mitte des von 
dem Brennpunkte 7^" auf die Direktrix 
gefällten Lotes FG^^xi zum Anfangs- 
punkt eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systfims und die E.ichtuug von OF als 
die positive Richtung der x -Achse. 
Die Abscissen von F und G sind 



dann reap. ^ und -— -^ • Sei 
Koordinaten x^.y gleich weit 




nun der Punkt 



von dem Brennpunkte und der 
PL, dann folgt aus der b'i<;iir: 



Direktrix entfernt, also PF 

PF' = FJir' + MP^ = (ai - fj' + 



yGoosle 



FL — PN+NL- 






(._!)■ + ,. = (.+!)•, 

oder: 

(1) f - 2px. 

Dies ist die Gleichung der Parabel. Sie wird durch 
die Koordinaten (0, 0) des Anfangspunktes befriedigt, die 
Parabel geht also duriili hindurch, wie auch aus der Defi- 
nition unmittelbar folgt. Da ferner nur für positive x sich 
reelle j/ aus der Gloicbung ergeben, so liegt die Kurve ganz 
auf der rechten Seite der «/-Achse. Jedem positiven x aber 
entsprechen zwei entgegengesetzt gleiche y, d. h. die Parabel 
liegt sjmmetriach zur «-Achse, Diese Symmetrieachse wird 
daher auch die Achse der Parabel genannt, ihr Anfangs- 
punkt heifst der Scheitel der Parabel, Wachst x über 
alle Grenzen, so wird auch y unendlich grofs. Für x = ^ 
erhalten wir aus der Parabelgleichung die beiden zum Brenn- 
punkte gehörigen Ordinaten j/ = + y. Wie bei der Ellipse 
und der Hyperbel bezeichnet man die Brennpunktsordinate p 
als den Halbparametor der Parabel. Dieser Halbparameter 
p, welcher zugleich die Entfernung des Brennpunktes von der 
Direktrix angiebt, bestimmt vollständig die Gestalt der Parabel. 
Aus der Gleichung y^ = ^px ^2x .p folgt, dafs i/ immer 
^j mittlere Proportionale zu 2x und p ist. 

Dies führt auf eine einfache Konstruk- 
tion der Parabel. Tragt man nämlich 
die Äbscisse OM = x von aus nach 
, links ab, eo dafs MT=2x iat und 
macht MN^p, so hat man nur über 
TN als Durchmesser einen Kreis zu 
beschreiben, welcher ^ann die in M 
^ aus TN errichtete Senkrechte in den 

beiden Parabelpunkten P und Q trifft, da MF^ = MT . MN 
ist. Der Mittelpunkt dieses Kreises hat die AbscisJ^o: 
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nnd ist daher der Brenupunkt F der Parabel, was die Kon- 
etruktion noch vereinfaclit. 

Aufg. 1. Die Entfernung des Brennpunktes vom Scheitel 
einer Parabel sei gleich 3, wie heifst ihre Gleichung? 

Aufg. 2, Für die Punkte der Parabel mit dem Halb- 
parameter p ist y' — 2px = 0. Für welche Punkte der Ebene 
ist die Jiake Seite positiv, für welche negativ? 

Aufg. 3. Wü liegen die Punkte (2, 3); (— 1, 2); (3, ~ 1); 
(1^, — 3) in Bezug auf die Parabel y^ = 5a;. 

Aufg. 4. Wie grofs ist der Halbparameter der Parabel 
j/* — Öic = Oj wie weit sind Scheitel und Brennpunkt von 
einander entfernt? 

Aufg. 5. Verschiebe das Koordinatensystem parallel zu 
sich selbst, sodafs der Brennpunkt der neue Anfangspunkt 
wird. Wie heifst dann die Gleichung der Parabel? 

Aufg. 6. Verlege in derselben Weise den Anfangspunkt 
nach dem Punkte (x^,, y^) der Parabel und zeige, dafa die 
Parabelgleichung in dem neuen System 'y^-^2y^y — 2px^^Q 
lautet. Warum fehlt X^'i 

Aufg. 7. Von einer Parabel sind gegeben die Achse, 
der Scheitel und ein Punkt P. Man bestimme Halbparameter, 
Brennpunkt und Direktrix mit Berücksichtigung der im Texte 
gegebenen Konstruktion. 

Aufg. 8. Zeichne die Parabeln, deren Gleichungen f/^ = 3ai', 
^ = bx, j/' = 6a; sind. 

Änfg. 9. Welche Kurve wird durch die Gleichung 
y^^ — 2px dargestellt? (§ 5, Aufg. 7.) 

Aufg. 10. Welclie Kurve wird durch die Gleichung 
^ = 2py dargestellt? (§ 5, Aufg. 7.) 

Aufg- 11. Zeichne die Parabel y ^= x^ und beytimme 
ihren Brennpunkt und ihre Direktrix. 

§ 67. Die Parabel und die Gerade. Durclimeaser. 

Aus der Gleichung y^ = 2j)x folgt, dafs jede zur 3;-Achse 
parallele Gerade y = h die Parabel in einem einzigen Punkte 
schneidet, der die Koordinaten — , h besitzt. 

Aus einem später anzugebenden Grunde nennt man eine 
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jede solche zur Parabelachse parallele Gerade einen Durch- 
messer der Parabel. 

Jede zur y-Äehse parallele Gerade x = a (wo a positiv 
sei) trifft Jie Parabel in den beiden symmetrisch zur Achse 
gelegenen Puiditeu x = a, y == :\z V^P^- ^t'"-' a; = fallen 
diese beiden Punkte mit dem Scheitel zusammen, Godafs die 
Gerade ic = 0, d. h, die y-Ächse als eine Selsante mit »wei 
zusammenfallenden Öchnittpunkten zu betrachten ist. Nach 
dem E'rülieren ist daher die j/'Aehsc die Taugente der Parabel 
im Punlite 0, Sie wird die Scbeiteltangente genannt. 

Ist nun eine beliebige Gerade y = ^ix -\-h gegeben, wo 
(i jetzt von Null verschieden sei, so erhalten wir die Schnitt- 
punltte derselben mit der Parabel y'^ = 2px durch Kombi- 
nation der beiden Gleichungen. Die Elimination von x führt 
zu der in y quadratischen Gleichung: 

(1) n' - •■'PS + 2pi' ~ 0. 

ist die Determinante p' — ^if^c derselben positiv, so erhalten 
wir zwei reelle und von einander verschiedene Wurzeln, d. h, 
die Gerada schneidet die Parabel in zwei von einander ver- 
schiedeneu Punkten; ist die Determinante gleich Null, so 
werden die beiden Wurzeln einander gleich, die Gerade trifil 
alsdann die Parabel in zwei zusammenfallenden Punkten, d, h. 
sie berührt dieselbe; ist endlich p^ — - 2pb[t negativ, so sind 
die Wurzeln der quadratischen Gleichung imaginär uud die 
Gerade hat dann keinen Punkt mit der Parabel gemein. 

Da p positiv ist, so wird p^ — 2pbii = 2p (^ ~- i(tl 
positiv, Null oder nejfativ seiu, je nachdem ~ gröfser, gleich 
oder kleiner als 6^ ist. Errichtet man 
aber in dem Durchschriittspunkte E 
der Geraden mit der i/-Aehse die 
Senkrechte MS, so folgt : 
— , OS 

' d. h. OS = OM.ig(p = bii. 

Andrerseits ist ^ =^ Oi'' gleich der Entfernung des Scheiteis 
vom Bremipunkte uud es folgt daher: 
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I. Eine beliebige Gerüde schneidet die Parabel, 
berührt sie, oder liegt ganz iiufHcrlialb derselben, je 
nachdem die auf der Geraden in ihrem Schnittpunkte 
mit der Seheiteltangente eri'ichtete Senkceelito die 
Parabelachse zwiaeheii dorn Selieitel untl dem Brenn- 
punkte, im Bieunpunkte odci jenseits des Brenn- 
punktes trifft 

Angenommen die GeiAde 1/ = (i », ~\- b treffe die Parabel 
in den beiden Piiukleu S^ und S^ mit den Koordinaten x^, 1/, 
und a^aj Psf d*nn &md y^ und 1/^ die buideii Wurzeln der 
Gleichung (1), und man eihalt dabei tui die Ordinate des 
Mittelpunktes dei Hehne f^^S^ den Wdt 

Dieser Ausdruck ist aber Ton 6 unabhängig. Konstruiert 
man datier sämtliche zu der Geraden y «^ nx -{- b parallelen 
Sehnen, ludern man (t unverändert lalst und b variiert, so 
erhält mau für die Ordinate des Mittelpiinlttes einer jeden 
Sehne steta denselben Wert -, und es gilt daher der Satz: 

11. In einer Parabel liegen die Mittelpunkte 
paralleler Sehnen auf einer zur Achse parallelen Ge- 
raden, d. h. auf einem Durchmesser. 

Aufg. 1. WelcheLage haben dioGeraden 4x — 2j/-|-7=0, 
Öx~y — 1=0, 18a; — j/+l=0, «-|-2i/ + 6 = 0, 
X -\- y — 1 =0 zur Pai'abel y' — 6 a: = V 

Aufg. 2. Bestimme für die Parabel y' — 3*' = den 
Ort der Mittelpunkte der ku der Geraden 3a;~7j/+2==0 
pai'allelen Sehnen. In welchem Punkte triftt dieser Ort die 
Parabel? 

Aufg. 3. Gegeben ist die Parabel p^ = ^x und die 
Gleichung 5j/ — 2 = eines Durchmessers. Wie heifst die 
Gleichung des Systems paralleler Sehnen, welche durch diesen 
Durchmesser halbiert werden? 

Aufg. 4. Gegeben ist die Parabel y^ = 8a: und der 
Durchmesser J/ -|- 3 = 0. Wie heilst die Gleichung der durch 
den Punkt (5, 2) gehenden Sehne, welche durch jeuen Durch- 
messer halbiert wird? 
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Aiifg. 5. Gegeben sei die Parabel if = "ipx. Man kon- 
struiere den Durcbmeeaer, welcher die Mittelpiiakte der Sehnen 
von gegebener Richtung enthält, insbesondere für die Rich- 
tung von 4ö". 

§ fi8. Tangente und Normale, 
Die Gerade y = fix + '' schneide die Parabttl in den 
beiden Punkten S^ nnd 8^, dann ist also nach dem Vorher- 
gehenden ?'(t<'|-' "^Vir wollen nun die Gerade parallel mit 
j,.^ ^^ sich verschieben, indem wir ft un- 

verändert lassen und h derart variieren, 
dafs das Produkt h^ wachst. Bei 
dieser Verschiebung nähern sich die 
Schnittpunkte, welche die Gerade 
jedesmal mit der Parabel gemein 
hat, einander, während der Mittel- 
punkt der Sehne S^^S^ den Durch- 
messer mit der Gleichung y = — 
beschreibt. In dem Momente, in welchem 6ft = -^ wird, fallen 
jS'iUndiS'g in eincmPunktoP;^ zusammen, der zugleich auf der Pa- 
rabel und dem Durchmesser liegen mufs, also die Ordinate */i = — 
und demnach die Äbscisse x, ^ ^^—^ besitzt. Diese i 




Sekante ist daher (§ 34) die Tangente der Parabel im Punkte 
P^ und wir sehen: 

I. Die Tangente im Endpunkte eines Durchmessers 
ist den Sehnen parallel, die von diesem Durchmesser 
halbiert werden. 

Es ergiebt sich daraus zugleich, dafs zu einer gegebenen 
Richtung ft nur eine einzige Tangente gehört und dafs 

^1 = gl ) ^1 = <^i6 Koordinaten des Berührungspunktes 
derselben sind. Umgekehrt gehört zu jedem Parahelpunkte 
(*i) yi) ^i"6 g^'i^ bestimmte Tangente, deren Richtungs- 
koeffizient (i ^— ist. Die Gleichung der Tangente im Punkte 
(a^i , s/i) lautet daher: 
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y — Vi --^^ («~^i); 

oder: 

Wi — Vi^ ■= P{^ — ^i)- 
Da aber: 

y{^ = 2px^ 

ist, so erhalten wir als Gleichung der Tangente im 

Punkte (x^i »/j): 

(1) tJy^ ^p^x-l-x,). 

Aus dieser Grleieliuiig ergeben sicli die Achsen abschnitte 
a und b der Tangente, nämlich: 

^ Vi 2 ' 

d.h.: II. üioTangento trifft die Achse in einem Punkte, 
der vom Scheitel ebenso weit entfernt ist, wie der 
Fufspunkt der Ordinate des Berührungspunktes. 

Daraus folgt dann von selbst, da£s der Abschnitt auf der 
y-Ächse halb so grofs ist wie diese Ordinate. Um also in 
einem beliebigen Punkte I\ der Parabel die Tangente zu kon- 
struieren, trage man die Abscisse dea Punktes P^ von aus 
nach links ab uud verbinde den so erhalteneu Punkt 2*1 mit P^ . 
Fällt man von P^ auf die Direktrix das Lot Pi-ii, so ist 
F,L,=P^F. Da überdies OB, = ^ij,, GL^ = y, ist, so 
folgt, dafs F, Rj , Li in gerader Linie liegen und dafa 
FIti==BiL^ ist. Dann sind aber die Dreiecke FBil\ und 
L^B^P, kongruent, woraus sich ergiebt, dafs die Winkel 
■^FP^B, und ^L^P^B^ einander gleich sind und dafM FB, 
auf der Tangente senkrecht steht, d. h.: 

IIL Die Tangente halbiert den Winkel, welchen 
der Brennstrahl und der Durchmesser des Berührungs- 
punktes mit einander bilden. 

IV. Der Fufspunkt des Lotes, welches man von 
dem Brennpunkte auf eine beliebige Tangente fällen 
kann, liegt stets auf der Seheiteitaugente. 

Infolge dieses letzteren Satzes kann man auch sagen, die 
Parabel werde umhüllt von dem einen Schenkel eines rechten 
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Winkels, dessei] anderer Schenkel beständig durch eiuen festen 
Puukt, den Brennpunkt, geht, wahrem! seiu, Scheitel eine feste 
Gerade, die Scheiteltaiigeute, durchläuft. 

Die im ßerülirniigspunkte I\ auf der Tangente errichtete 
Senkrechte lieJl'st die Normale der farahe! in F,. Ihre 
Gleichung lautet: 

(2) !/ - !/, - - I (« - «.). 

Ii'fti' y = erhalten wir den Abaciinitt auf der x -Achse, nümlich : 

Daraus folgt: 

iß) M^N.^p.. 

Man nennt das zwischen der Ordinate und der Normale ge- 
legene Stück der a;-Achse die Subnormale des Punktes P, 
und hat daher deü Sata: 

V. Bei der Parabel ist die Subnovmale für alle 
Punkte konstant, nämlich gleich dem Ilalbparameter j9. 

Um von einem beliebigen Punkte (a^g, y^ aua an die 
Pai'abel eine Tangente zu legen, hat man nur die Bedingung 
dafür auszudrücken, dafs die durch (a:^, y^ gehende Gerade 
y — yi^ = ^{x — ct^p) die Parabel in zwei au sammenf allenden 
Punkten triift. Durch Elimination von x erhält man wie in 
§ 67 die in y quadratische Gleichung: 

(4) iiif — '■^i,y -f 2i(0/o — ^x^ = , 

welche die Ordinateit der Schnittpunkte der Geraden mit der 
Parabel liefert. Diese Schnittpunkte fallen zusammen, wenn 
die Determinante der quadratischen Gleichung verschwindet, 
d, h. wenn: 

(5) 2x^^' _2y(,;.t + i) = 
ist. 

Da diese Gleichung in (t quadratisch ist, so erhält man zwei 
Werte von f^, welche reell und von einander verschieden, reell 
und zusammenfallend oder imaginär sind, je nachdem y^ — ^jyx^ 
positiv, Null oder negativ ist, d. h. es sind zwei Tangenten, 
eine oder gar keine möglich, je nachdem der Punkt (a;^, y^ 
aufserhalb, auf oder innerhalb der Parabel liegt (§ 66, Aufg. 2). 
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Sollen iiiabe sondere <3ie büicleu durch (iCQ, »/(,) gehenden Tao- 
genten einen rechteu Wintel luib einander einschliefsen , so 
müssen die beiden Wnrzelu fi^ und (i<j von (5) der Relation 
fifa =^ — 1 geniigenj d. li. es niufs sein: 

(6) 4--1 »<'« ".--i, 

oder der Punkt (x^, y^ iiiuIh auf der Direktrix liegen. Um- 
gekehrt erhält man für jeden Punkt der Direktrix die Relation 
(*i(*ä = — 1 und ea gilt düher der Satz; 

VI. Der Ort der Punkte, von denen ans man y.wei 
auf einander senkrechte Taugenten an eine Parabel 
logen kann, ist die Direktris. 

Äufg. 1, Gegeben ist die Parabel j/^=lla;. Beweise, 
dafs die Gerade Ha,' — 63/ + 9 = die Parabel berührt und 
bestimme die Koordinaten des Berührungspunktes. 

Aufg. 2. Wie heifst für dieselbe Parabel die Gleichung 
der Tangente, welcho der Geraden 2x — Ty-j-^'^O parallel ist? 
Aufg. 3. Für die Parabel y^ — lla;==0 die Gleichuug 
der Taugente und der Normale im Punkte (5^^, — 5) zu be- 
stimmen. 

Aufg. 4. Beweise, dals für die Parabel y = 3? die Glei- 
ehung der Tangente im Punkte {x^^, j/,) lautet: y-^y^ = 2xx^ 
(§ ö, Antg. ')■ 

Aufg. 5. Von einer Parabel kennt man den Scheitel, 
die Seheiteltaiigenfce und einen Punkt F. Man soll mit Hülfe 
von Tangente, Normale und Subnormale den Brennpunkt be- 
stimmen {Satz n und V). 

Aufg. 6. Beweise, daCs man dio beiden Tangenten, die 
mau von einem beliebigen Punkte P au die Parabel ziehen 
kaim, dadurch konstituiert, dafs mau über der Verbindungs- 
linie von P mit dem Brennpunkte als Durchmesser einen 
Kreis beschreibt und dessen Schnittpunkte mit der Scheitel- 
tangente mit P verbindet. 

Aufg. 7. Beweise mit Hülfe dieser Konstruktion den 
Sata VI des Textes geometrisch. 

Aufg. 8. Von einer geaeichnet vorliegenden Parabel den 
Brennpunkt, die Achse und die Direktrix zu finden. (An- 
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deufcung: Mittels zweier paralleler Salinen ßndet man einen 
Durchmeaser und die Tangente im Endpunkte desselben. 
Satz III führt dann zu einer durch den Brennpunkt gehenden 
Geraden und eine Wiederholung der ganzen Konstruktion aum 
Brennpunkt selbst.) 



§ 69. Anwendung schiefwiDkliger Koordinaten. 

''erschiebt mau das rechtwinklige KoordinateuBjatem, 
auf welches eich die Pa- 
rabelgleichung: 
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(1) 



= 2p3: 



bezieht, parallel mit sich 
selbst nach dem Parabel- 
punkte (3:^, t/„) als neuem 
Anfangspunkte und setzt 
dem entsprechend: 

x = x^Arx, y = y„ + p', 

Koordinaten verstehend, so geht die 



y' + ^Vc?/- 2px = 



unter x', y' die neuen 
Gleichung (1) über In: 

(2) 

(§ 6G, Aufg. G). 

Nunmehr wählen wir den durch Pq gehendon Durchmesser 
(die a:'-Ächse) zur Abacissenachae und die Tangente der Parabel 
in pQ zur Ordinatenachse eines schiefwinkligen Koordinaten- 
systems. Ein beliebiger Parabelpunkt P habe die rechtwink- 
ligen Koordinaten F^^M'^ x', M' P = y' und die schiefwink- 
ligen Koordinaten P^M"= x", M"P^y". Schliefst dann 
die Tangente in P^ mit der alten 3;-Achse (und folglich auch 
mit der flj'-Achse) den Winkel w ein, so ist zunächst: 



tg m: = 



und es gelten die Transform atioosform ein; 
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X =^ x'Ar y" cos w, 

y = y" ein w , 
die man direkt aus der Figur abliest, die man aber auch aus 
§ 15 erhalten kann, indem man dort « = 0, ^ = w setzt. 
Die Gieiehung (2) geht dann über in: 

y"^ sin* w -\- ^%y" sin w — 2px" — 2py" coa w = , 
welche wegen y^ sin w =J9 cos w ?,u: 

(3) y"' = 2 ^ ■ x" 

Nun folgt aus igw ^ ~, dafs sin* w = —, ■ ■ .- ■■■ i und daher 
^_£L+i^=p + l^=^ + 2^^ = 2(^„+|), d. h. 

ain'iü p '^ ' p -^ ' ° \"'2/' 

gleich der doppelten Entfernung des Punktes P(j von der 
Direktrix iat. BcKeichnen wir diese doppelte Entfernung mit 
q und schreiben der Einfachheit halber x und y statt x" uud 
y", so lautet die auf das schiefwinklige Achsen- 
syatom (Durchmesser und zugehörige Taugente) be- 
zogene Parabelgleichung: 

(4) / = 2qx. 

Kombinieren wir mit dieser Gleichung die auf dasselbe schief- 
winklige Ächsensysteni bezogene Gleichung y = (ix -\- b einer 
Geraden, so erhalten wir wie in § 67 die quadratische Glei- 
chung: 

(ty^ — 2qy + 2gi = 0, 

deren Wui/tln dit Oidinaten dei Schnittpunkte dei Gciiden 
mit der Paiabtl diiatellen und die leell und vex^chiedeu, reell 
und zusammenfallend odei imagmar ■^ind, jo nachdem hfi 
Idemer gleich odei grolsei lat als -| Da sich nun die Ent 
Wicklungen des § 66 wesentlich auf die Form der beiden 
Gleichungen y* = 2p!i und ?/ = (iJ/ -]- t stützten, niolit ibex 
auf den Umstind, dafa zutalhg das Ächaenaybtem ein recht 
winkliges wai, %o haben wir in den Rechnungen, die auf die 
Gleichung der Taugeutt, fühlten, einlach p mit q zu vertauschen 
und n 11 cih ilten d ihti lu uiiseini schiefwinkligen 
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Achseiisystera (dessen Anfanggpunld jetzt lult l)ozdciinot 
werde) als Gleichung der Tangente im Punkte {^uVi) 
die Gleichung: 

Für j; = ergiebt sich der Ab- 
schnitt der Tangente auf der .«-Aclise, 
nUmlieh : 

a; = OTi =- — s,. 
Denselben Ach senab schnitt liefert aber 
auch der zu P, symmetrisch gelegene 
Punkt Q^ mit den Koordinaten Xi , 

— pi, sodafs sich der Satz ergiebt: 
Die Tangenten in den Endpunkten einer beliebigen 

Sehne der Parabel sehneiden sieh in einem Punkte 
desjenigenDurchmessera, welch er diese Sehne halbiert. 
Der Mittelpunkt der Sehne und der Schnittpunkt der 
beiden Tangenten liegen gleichweit vom Endpunkte 
des Durchmessers entfernt. 

Auf g. 1. Von einer Parabel kennt man einen Durchmesser, 
die Tangente im Endpunkte desselben und aufserdem noch 
einen Punkt. Man soll die Tangente in dem letz.teren finden. 
Aufg. 2. Gegeben ist eine Parabel und ein Punkt aufser- 
halb derselben. Man konstruiere die beiden von dem Punkte 
an die Parabel gehenden Tangenten mit Hälfe des durch den 
Punkt gehenden Durchmessers. 

Aufg. 3. Die auf Achse und Scheiteltangent« bezogene 
Parabelgleicbung sei y'^ = Bx. Wie heifst die Gleichung der 
Parabel, bezogen auf das durch Durchmesser und Tangente des 
Parabelpunktes (1, 3) gebildete schiefwinklige System? 

Aufg. 4. Wie heifst in diesem schiefwinkligen System 
die Gleichung der Tangente, deren Berührungspunkt iu dem ur- 
sprünglichen rechtwinkligen Syst.em die Koordinaten f, — 2 hat? 

§ 70. Pol und Polare. 
Die auf einen Durchmesser und die Tangente im End- 
punkte desselben bezogene Parabel gleichung sei: 
(1) !/'■ - 25a;, 
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Zwei büliebige Punkto P, und Pg mögen tlurch üire aui' 
dasselbe System bezogenen Koordinaten x^, y^ und ic^, y^ ge- 
geben sein. Irgend ein Punkt der Verbindungslinie Fil\ hat 
dann die Koordinaten -^t^t-,-' , ■■ ' T_i ■ Damit derselbe 
auf der Parabel liege, niufs sein Teilverhältnis l der Gleiebung 
genügen : 

\ i + l ) —''^ l + A ' 
welche man auch in der Form: 

(2) k\y,'~2qx;) + 2l{y,y,-a{x, + x,))-[-y,^-2qx^^0 
schreiben kann. Diese quadratische Gleichung liefert die beiden 
Teilverhältnisse ^ und ^, welche den Schnittpunkten S^ und 
jSg der Geraden mit der Parabel entsprechen. Nun folgt wie 
früher bei der Ellipse, dafs die vier Punkte P^, P^, Sj, S^ 
allemal aber auch nur dann eine harmonische Gruppe 
bilden, wenn Aj -|- Ag = ist, d. h. wenn die Gleichung: 

(3) s,y,-q(x,+x,)-0 
besteht. 

Wühlen wir daher zuerst den Punkt P, als einen festen 
Punkt, so ist der Punkt I\ nur an die Bedingung gelcnüpft, 
dafs seine Koordinaten der Gleichung 

(4) yy, ~2qix-i-x,) = 

genügen müssen. Diese Gleichung stellt aber eine gerade 
Linie dar, welche man die Polare des Punktes Py nennt. In 
Bezug auf sie wird P, der Pol genannt. 

I. Zieht man demnach von einem beliebigen Punkte 
Strahlen nach einer Parabel und bestimmt jedesmal 
zu den beiden Schnittpunkten und dem gegebenen 
Punkte als zugeordneten den vierten harmonischen 
Punkt, so ist der Ort dieser vierten harmonischen 
Punkte eine Gerade, deren Gleichung J/J/i '^ 2 (a^ -|- .^i) 
lautet. 

Liegt Pj aufserhalb der Parabel, so crgiobt sich durch 
eine einfache Überlegung, dafs die Polare die Berflhrungs sehne 
ist, d. h. die Verbindungslinie der Berührungspunkte der beiden 
durch P| gehenden Parabeltangenten. 
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Auch die übrigen Sätze, die wir fi^üher kennen gelernt 
haben, wiederholen sich ohne irgend welche Schwierigkeit bei 
der Parabel, sodafs wir uns darauf beschränken können, sie 
kurz zusammen zu atellen: 

II. Die Tangente ist die Polare ihres Berührungs- 
punktes, dieser der Pol der Tangente. 

III. Bewegt sich ein Punkt auf einer Geraden, so 
dreht sich seine Polare um den Pol der Geraden und 
umgekehrt. 

IV. Die Polaren der Punkte eines Durchmessers 
sind einander parallel, treffen sich also in einem un- 
endlich fernen Punkte — dem Pole dieses Durch- 
setzt man speziell ein rechtwinkliges Koordinatensystem 

(Parabelaehse und Scheiteltangente) voraus, so hcifst die Glei- 
chung der Polare des Punktes (x,, y,): 

Für iCj = yj Si ^ findet man hieraus co = — ^ , d. h.; 

V. Die Polare des Brennpunktes ist die Direktrix, 
Die Polare eines Punktes F^ der Directrix lautet wegen 

P 

Sie geht durch den Brennpunkt und hat den Richtuugs- 

koefficienten — ■ Da nun die Verbindungslinie von P, mit 
Vx 

dem Brennpunkte den Riehtungkoefficienten — ■— besitzt, so 
ergieht sich wie bei der Ellipse und der Hyperbel der Satz: 

VI. Die Verbindungslinie des Brennpunktes mit 
dem Pole einer beliebigen durch ihn hindurchgehen- 
den Sehne steht senkrecht auf dieser. 

Aufg. 1. Beweise die Sätze II, III, IV sorgfältig an 
Hand der für die Ellipse ausführlich gegebenen Entwicklungen. 

Aufg. 2. Man Überzeuge sich, dafs die Satze über Pol 
und PoSare unabhängig von dem gewählten Koordinaten- 
system sind. 
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Äufg. 3. Beweise, daCs der Pol der Geniden: 
ax -^ 1)^ -{" c ^^ 
in BeKug auf die Parabel y'' = 2qx die [Koordinaten a^i = — ■, 
y, = — - q besitzt. 

Änfg. 4, Bestimme den Pol dor Geradrai: 
5a!-7j, + 2-0 
in Bezug auf die Parabel y^- — 3« = 0. 

Aufg. 5. Bestimme die Koordinaten der Berührungs- 
punkte der beiden Taugenten, die man vom Punkte ( — 5, 3) 
an die Parabel y^ — 8a: = ziehen kann. {Benutze die Polare 
des gegebenen Punktes.) 

Aufg. 6. Konstruiere die Polare eines Punktes in Bezug 
auf die Parabel mit Hülfe des vollständigen Vierecks. 

Anfg. 7. Beachte, dafs der Rielitungskoefficient der Polare 
Vtfi = g(a: + ^i) nur von der Ordinate des Poles abhängt nnd 
beweise daraus Satz IV. 

§ 71. FliLehenlnhalt eines Paralielsegmentea. 
Um den Flächeninhalt eines Parabel Segmentes zu bestim- 
men, welches eine beliebige Sohne FiQi (vergl. Fig. 51) 
abschneidet, konstruiere man in P^ und Q^ die Tangenten, 
■welche sich in Tj schneiden mögen, sowie die zu P^ Q, parallele 
Tangente, deren Berührungspunkt sei. Dann folgt aus 
02\ = 0J(f, nnd EiS, = ^P^ft, dafs der Inhalt des der 
Parabel eingeschriebenen Dreiecks OP-jQi doppelt so grofs ist, 
wie der Inhalt des zugehörigen umschriebenen Dreiecks JE^ jS[ Tj . 
Wendet man nun denselben Satz auf die durch die Seimen 
OPj resp. Oft bestimmten Parabeisegmente an, indem mau 
wieder die zu diesen Sehnen parallelen Tangenten mit ihren 
Berührungspunkten konstruiert, so entstehen wieder ein- 
geschriebene Dreiecke mit den Grundlinien OFi reap. OQ^ 
und jedes von diesen ist doppelt so grofs wie das zugehörige 
durch die Tangenten seiner Eckpunkte gebildete umschriebene 
Dreieck. 

Indem man dieses Verfahren immer wieder von ne\iem 
wiederholt, erhält man eine E.eihe von eingeschriebi^uen Drei- 

ßBDter n. Eiiaio, anulyt, Goomotrie. 11 
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eeicen, dereii Summe sieh immor mehr dem gesuchten Parabol- 
segment nähert, und gleichzeitig eine Reihe von umschrieb eiieii 
Dreiecken, deren Summe sich immer mehr der durcli den 
Bogen P-iQi der Parabel und die beiden Tangenten P^T, und 
QiT^ begrennlen Fläche nähert. Daa gesuchte Parabeisegment 
ist daher doppelt so grofs wie diese Flächcj und da beide zu- 
sammen gleich dem Dreieck Pj^Q^T^ sind, so folgt: 

I. Das von einer beliebigen Sehne abgeschnittene 
Parabelsegment ist gleich zwei Drittel des von der 
8ehne und den Tangenten in den Endpunkten der- 
selben gebildeten Dreiecks, 

Diesen Satz kann man mit Vorteil dazu verwenden, 
um den Flächeninhalt einer beliebig krummlinig begrenzten 
Figur graphisch dadurcli zu ermii 
p ^ '^' teln, dafs man dieselbe in eine gt 

~^'' radlinig begrenzte verwandelt. Man 
schreibe nämlich der Figur ein Po- 
7i^ lygon von so vielen Seiten ein, dafs 
man die abgeschnittenen Segmente 
als Parabel Segmente betrachten Icann, 
von denen ein jedes mit Hülfe von I 
leicht in ein Dreieck verwandelt 
werden kann. (In der nebenstehen- 
den Figur ist AP.Q^B, = ?iAP^Q^T,.) 

Da alle zu PjQ, parallelen Sehnen durch den Durch- 
messer TiOMi^ (vergl. Figur 51) halbiert werden, so er- 
kennt man leicht, dafs das Parabeisegment durch den Durch- 
messer in zwei inhaltsgleiche Teile geteilt wird, und dafs 
daher der Inhalt des Parabelstüekes OMiPi gleich zwei Drittel 
des Dreieckes T^M^P, ist. Ist insbesondere die Sehne P, öi 
senkrecht zur Parabelachse, also der Scheitel der Parabel, 
und bezeichnet ma.n alsdann die rechtwinkligen Koordinaten 
von P, mit OM, = x^, M^P, =y^, so folgt: 
OM^P^^'ix^y^. 
Mit Hülfe von I kann man den Satz, dafs das Dreieck 
OP^Ql doppelt so grofs ist wie das Dreieck BiS,7.\, noch 
vorall geraeiiieni. En sei nämlich einer Parabel cm ganz be- 
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liebiges Druicuk ABU tiiigescti rieben. Ma.ii koustv niete dureli 
die Tangeuteu der Eckpunlite das augehörige muaoliri ebene 
Dreieck Ä'U'C. Diiim folgt in leicht 
vei'Btändlicliei' Abkütauug: ■"*'*■ ^*' 

Parabelsegmeiit (AB) = ^AABO', 

„ \bö)==\/\bca', 

„ {CA)==-'^ilCAB\ 

Subtrahiert mau die beiden letatea ^K' 
Gl eich img eil von der ersten, so folgt: 
/\ABG-^-%\^A'B'C- -\- l\ABC) 
oder: 
/\ABÜ'=^'2..ä.A'B'G', d. li.: 

II. Das einer Parabel eingeschriebene Dreieck ist 
doppelt 80 grol's wie das zugehörige umschriebene 
Dreieck. 

Aufg, Berechne den Fläcbeniidialt des Öegineutes, wel- 
ches die Gerade 5a; — «/ — 6 = von der Parabel y^ = bx 
abschneidet unter der Voraussetzung, dals die Parabelachse 
die a;-Achae und die Scheiteltangeiite die «/-Achse sei. 

§ T2. Gremeinsame Darstelhiiigen von Ellipse, Hyperbel und 
Parabel. 
In der Htereometrie wird ge/.eigt, dal';* »ich die Illlli|>fte, 
die Hyperbel \xr& die Parabel darstellen lassen als Schnitte 
einer Ebene mit einem geraden Kreibke gel. Aus diesem Orande 
werden die drei Kurven auch mit dem gemeinsamen Namen 
Kegelachuitte bezeichnet. Der Kegelschnitt ist eine ge- 
schlossene Kurve, also eine Ellipse, wenn die Schnittebene, 
von der wir amiehnien wollen, daüä sie nicht durch die Hpitae 
des Kegels gehe, sämtliche Seitenlinien des Kegels trifft. Neigt 
mau dann die Ebene immer mehr, bis sie zu einer Seitenlinie 
des Kegels parallel wird, so geht die Ellipse in eine Parabel 
über, deren Achse jener Seitenlinie parallel ial. Dreht man 
die Ebene noch weiter, sodaf? sie zwei verschiedenen Seiten- 
linien des Kegels parallel wird, so besteht die Schnittkiu've 
aus zwei getrennten Teilen, insofern dann auch der durch die 
Terläu gerungen der Seitenlinien gebildete Kreiskegel getroffen 
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wird. Der Kegelschnitt ist dann eine Hyperbel und die Rich- 
tungen jener beiden Seiteuliiiien bestämmen die Richtungen 
der beiden Asymptoten. Man sieht ans dieser Entsfcehnngs- 
weiae, dafs die Parabel aufanfassen ist als ein Grenzfall so- 
wohl der Elliiise als aneh der Hyperbel, welchen man erhält, 
wenn man dun Mittelpunkt der Sehnittkiirve ins Unendliche 
rücken läfst. Dies l'äfst sieh aber auch deutlich aus unsem 
analytischen Entwicklungen erkennen. 

In den Paragraphen 46 und 60 haben wir nämlich unter 
Voraussetzung rechtwinkliger Koordinaten (Hauptachse und 
Scheiteltangente) für die Ellipse und die Hyperbel die beiden 
Scheit elgleichungen: 

(1) f - 'iirx - Ä »• 

(2) ,f - 2j)S + I l' 

abgeleitet, iusol'eni j; den Halbparametcr niid a die halbe 
Hauptachse bedentete. 

Vergleicht man aber hiermit die Scheitelgleichung der 
Parabel nämlich: 

(3) y= = 22)x, 

so erkennt man sofort, dafs die Gleichungen (1) und (2) in 
(3) übergehen, sobald man a unendlich grol's werden läl'st, 
d, h, sobald bei unverändertem Halbparameter der 
Mittelpunkt der Ellipse resp. der Hyperbel ins Un- 
endliche rückt. 

Bei dieser Umformung nähert sich die numerische Ex- 
centricität e dem Werte 1, sowohl weim wir von der Ellipse 
als auch wenn wir von der Hyperbel ausgehen. Denn es iat 
c^ = a^ ^ }?, wo das obere Zeichen für die Ellipse, das untere 
für die Hyperbel gilt. Dann folgt aber: 

Wird daher bei unverändertem ^ der Wert von a unendlich 
grofs, so wird £=1. Man kann daher auch die Parabel 
als eine Ellipse oder als eine Hyperbel mit der uu- 
raerischou Excentrlcität k = 1 bezeichnen. 
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Wir haben nun daniiif tiuf merksam gemacht (§ 52, Aiitg.3; 
§ 65, Aiifg. 3, 4, 5), dafs sowohl die Ellipse als auch die 
Hyperbel vollständig bestimmt sind, wenn man einen Brenn- 
punkt, die zugehörige Direktrix und die numerische Exueutri- 
cität kennt, die bei der Ellipse kleiner ah 1 und bei der Hy- 
perbel gröfser als 1 zu wählen ist; wir haben ferner gesehen, 
dafs sowohl bei der Ellipse als auch bei der Hyperbel das 
VerMltnis der Abstände eines Knrvenpunktes von dem Brenn- 
punkte und der zugehörigen Direktrix jedesmal gleich der nume- 
rischen Escentrieität ist, und dafs jeder nicht der Ellipse rewp 
der Hyperbel angehörige Punkt ein anderes Vevhältnif, ergiebl. 
(§ 65, Aiifg. 5). Kondjinieren wir damit den Umstand, dal's 
die Parabel vollständig bestimmi ist durch den Brennpunkt 
und die Direktrix, und dafs für jeden Parabelpuukt und nin 
für einen solchen das Verhältnis der Abfatändo von dem Brenn- 
punkte und der Direktrix gleit,h der numerischen Excentiicität 
d. h. gleich 1 ist, so gewinnen wir folgenden die drei Kegel- 
schnitte umfassenden Satz: 

Der Ort der Punkte, für welche das Verhältnis 
der Abstände von einem festen Punkte und einer 
festen Geraden konstant ist, ist ein Kegelschnitt und 
zwar eine Ellipse, eine Parabel oder eine Hyperbel, 
je nachdem das konstante Verhältnis kleiner, gleich 
oder gröfser ist wie Eins, Der feste Punkt ist ein 
Brennpunkt, die feste Gerade die zugehörige Direk- 
trix und das konstante Verhältnis die numerische 
Excentricität des Kegelschnitts. 

Auf Grund dieses Satzes kann man auch 
eine gemeinsame Gleichung der drei Kegel- 
schnitte gewinnen, die wir unter Benutzung 
von, Polarkoordinaten ableiten wollen. Der 
feste Punkt F werde zum Anfangspunkt und 
die Richtung des von If' auf die feste Gerade 
gefällten Lotes FG zur positiven Ilichtung der 
«-Achse gewählt. Es sei FG = d und das ge- 
gebene konstante Verhältnis gleich e. Ist dann P ein l'uukt dew 
Kegelschnittes, so ist; -p^ = e. 
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